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Äâyxòo÷e÷íûe êpaeâûe çaäa÷è c ìoíoòoííûìè
ãpaíè÷íûìè ycëoâèÿìè

A.ß.Ëeïèí, Ë.A.Ëeïèí

Àííîòàöèÿ.Äëÿ ϕ�Ëaïëacèaía äoêaçûâaeòcÿ cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ paçëè÷íûx
êpaeâûx çaäa÷.

ÓÄÊ 517.927

Paccìoòpèì ypaâíeíèe

(ϕ(x′))′ = f(t, x, x′), t ∈ I = [a, b], (1)

ãäe ϕ ∈ C(R, R) còpoão âoçpacòaeò, limy→−∞ ϕ(y) = −∞, limy→+∞ ϕ(y) = +∞ è f
yäoâëeòâopÿeò ycëoâèÿì Kapaòeoäopè: f(·, x, y) èçìepèìa ía I ïpè ôèêcèpoâaííûx
x, y ∈ R, f(t, ·, ·) íeïpepûâía ía R2 ïo÷òè ïpè âcex t ∈ I è äëÿ ëþáoão êoìïaêòíoão
ìíoæecòâa P ⊂ R2 íaéäeòcÿ ôyíêöèÿ g ∈ L1(I, R) òaêaÿ, ÷òo äëÿ âcex (t, x, y) ∈
I × P cïpaâeäëèâo íepaâeícòâo | f(t, x, y) |≤ g(t). Aíaëoãè÷íoe ypaâíeíèe èçy÷aëocü
â paáoòax [1]-[4].

Oïpeäeëeíèe 1. Ôyíêöèÿ x ∈ C1(I, R) ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì ypaâíeíèÿ (1), ecëè
ôyíêöèÿ ϕ(x′) : I → R aácoëþòío íeïpepûâía è ypaâíeíèe (1) yäoâëeòâopÿeòcÿ
ïo÷òè âcþäy ía I. Míoæecòâo peøeíèé ypaâíeíèÿ (1) oáoçía÷èì ÷epeç S(I, R).

Ïycòü U � ïoäìíoæecòâo cëeäyþùeão ìíoæecòâa ycëoâèé:
1. α(a) = β(a),
2. α′(a) < β′(a),
3. α′(a) = β′(a),
4. α′(a) > β′(a),
5. α(b) = β(b),
6. α′(b) < β′(b),
7. α′(b) = β′(b),
8. α′(b) > β′(b),
9. (∀x, y ∈ S(I, R))((x ≤ y ∧ x′(a) ≤ y′(a) → x′(b) ≤ y′(b)) ∧ (x ≤ y ∧ x′(b) ≥ y′(b) →
x′(a) ≥ y′(a))),
A. α ∈ S(I, R),
B. β ∈ S(I, R),
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C. H1α = H1β,
D. H2α = H2β.

Äaëee áyäeò èçy÷aòücÿ êpaeâaÿ çaäa÷a

(ϕ(x′))′ = f(t, x, x′), (2)

H1(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = H1x = h1, (3)
H2(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = H2x = h2, (4)

α ≤ x ≤ β, U, (5)
ãäe H1, H2 ∈ C(R4, R), h1, h2 ∈ R, α : I → R � íèæíÿÿ, β : I → R -� âepxíÿÿ
ôyíêöèè äëÿ ypaâíeíèÿ (1) è α ≤ β. Kpoìe íeïpepûâíocòè, ôyíêöèè H1 è H2 áyäyò
ïpèíaäëeæaòü ê oïpeäeëeííûì êëaccaì ìoíoòoííocòè.

Oïpeäeëeíèe 2. Ôyíêöèÿ H ∈ C(R4, R) èìeeò òèï ìoíoòoííocòè (σ1, σ2, σ3, σ4),
ãäe σi ∈ {0,−, +, 1}, i = 1, 2, 3, 4, ecëè ïpè σi = 0 ôyíêöèÿ H íe çaâècèò oò i�ão
apãyìeíòa, ïpè σi = − ôyíêöèÿ H íe âoçpacòaeò ïo i�ìy apãyìeíòy, ïpè σi = +
ôyíêöèÿ H íe yáûâaeò ïo i�ìy apãyìeíòy, a ïpè σi = 1 ía i�é apãyìeíò ôyíêöèè H
ycëoâèÿ íe íaêëaäûâaþòcÿ. Këacc ìoíoòoííocòè M(σ1, σ2, σ3, σ4) cocòoèò èç ôyíêöèé,
èìeþùèx òèï ìoíoòoííocòè (σ1, σ2, σ3, σ4).

Paçpeøèìocòü êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) áyäeì âûâoäèòü èç paçpeøèìocòè çaäa÷è
Äèpèxëe

(ϕ(x′))′ = f(t, x, x′), x(a) = h1, x(b) = h2, α1 ≤ x ≤ β1, (6)

ãäe h1 ∈ [α1(a), β1(a)], h2 ∈ [α1(b), β1(b)], α1 -� íèæíÿÿ, a β1 -� âepxíÿÿ ôyíêöèè è
α ≤ α1 ≤ β1 ≤ β. Áyäeì ãoâopèòü, ÷òo âûïoëíÿeòcÿ ycëoâèe E, ecëè êpaeâaÿ çaäa÷a
Äèpèxëe (6) èìeeò peøeíèe ïpè ëþáûx α1, β1, h1, h2 è ìíoæecòâo ýòèx peøeíèé
êoìïaêòío.

Çaìeòèì, ÷òo ecëè α, β ∈ Lip(I, R), äëÿ ëþáûx t1 ∈ (a, b), t2 ∈ (t1, b) èç cyùecòâo-
âaíèÿ cooòâeòcòâyþùèx ïpoèçâoäíûx cëeäyþò íepaâeícòâa

ϕ(α′(t2))− ϕ(α′(t1)) ≥
∫ t2

t1

f(s, α(s), α′(s))ds,

ϕ(β′(t2))− ϕ(β′(t1)) ≤
∫ t2

t1

f(s, β(s), β′(s))ds

è ìeæäy α è β cïpaâeäëèâo ycëoâèe Øpeäepa (cì.[5]), òo cïpaâeäëèâo ycëoâèe E. Äëÿ
òaê oïpeäeëeííûx íèæíèx è âepxíèx ôyíêöèé cyùecòâyþò α′(a), β′(a), α′(b) è β′(b).
Äpyãoe oïpeäeëeíèe âepxíèx è íèæíèx ôyíêöèé ecòü â paáoòax [3]-[4].

Ïocòaíoâêa çaäa÷è

Çaäa÷a Äèpèxëe

(ϕ(x′))′ = f(t, x, x′), x(a) = h1, x(b) = h2, α ≤ x ≤ β

ïoëy÷aeòcÿ èç êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) ïpè H1x = x(a), H2x = x(b) è U = ®. ßcío,
÷òo ycëoâèÿ h1 ∈ [α(a), β(a)] è h2 ∈ [α(b), β(b)] ÿâëÿþòcÿ íeoáxoäèìûìè äëÿ cyùe-
còâoâaíèÿ peøeíèÿ çaäa÷è Äèpèxëe. Ecëè ïepeïècaòü èx â òepìèíax ôyíêöèé H1 è
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H2, òo ïoëy÷èì ycëoâèÿ h1 ∈ [H1α,H1β] è h2 ∈ [H2α,H2β]. Ýòè ycëoâèÿ ÿâëÿþòcÿ
ecòecòâeííûìè è äëÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5). Ïpè÷eì paçyìío òpeáoâaòü âûïoëíeíèÿ
ycëoâèé H1α ≤ H1β è H2α ≤ H2β. Ýòoão âceãäa ìoæío äoáèòücÿ, ïpè íeoáxoäèìocòè
yìíoæaÿ cooòâeòcòâyþùee ãpaíè÷íoe ycëoâèe ía �1.

Ïycòü M1 è M2 � êëaccû ìoíoòoííocòè. Ocíoâíaÿ öeëü äaëüíeéøeão � âûÿcíèòü,
ïpè êaêèx M1, M2 è U cïpaâeäëèâo

Óòâepæäeíèe ∀∀. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M1, H2 ∈ M2, h1 ∈ [H1α,H1β] è h2 ∈
[H2α,H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé U è E cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ
êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5).

Èç paçpeøèìocòè çaäa÷è Äèpèxëe cëeäyeò cïpaâeäëèâocòü yòâepæäeíèÿ ∀∀ äëÿ
M1 = M(1, 0, 0, 0), M2 = M(0, 1, 0, 0) è U = ®. Äëÿ H1x = x(a) = α(a) = h1 è
H2x = x(a) = β(a) = h2 ïpè α(a) < β(a) êpaeâaÿ çaäa÷a (2)-(5) íe èìeeò peøeíèÿ.
Cëeäoâaòeëüío, äëÿ M1 = M(1, 0, 0, 0), M2 = M(1, 0, 0, 0) è U = ® yòâepæäeíèe ∀∀
íeâepío.

Haáop (M1,M2, U), ïoäcòaíoâêa êoòopoão â ôopìyëèpoâêy yòâepæäeíèÿ ∀∀ äeëaeò
eão âepíûì, áyäeì íaçûâaòü òeopeìoé. Ecëè íaáop íe ÿâëÿeòcÿ òeopeìoé, òo ìoæío
ïocòpoèòü ïpoòèâope÷aùèé ïpèìep. Ïoýòoìy òaêoé íaáop áyäeì íaçûâaòü ïpèìepoì.
Oáoçía÷èì ÷epeç TE ìíoæecòâo âcex íaáopoâ (M1, M2, U), ÷epeç T � ìíoæecòâo âcex
òeopeì, a ÷epeç E � ìíoæecòâo âcex ïpèìepoâ. B TE ââeäeì ÷acòè÷íûé ïopÿäoê
cëeäyþùèì oápaçoì: (M1,M2, U1) ≤ (M3,M4, U2), ecëè M1 ⊂ M3, M2 ⊂ M4 è U2 ⊂ U1.
Ïycòü Tm � ìíoæecòâo ìaêcèìaëüíûx ýëeìeíòoâ ìíoæecòâa T , a Em � ìíoæecòâo
ìèíèìaëüíûx ýëeìeíòoâ ìíoæecòâa E. Èç t1 ∈ T , t2 ∈ TE è t2 ≤ t1 cëeäyeò, ÷òo
t2 ÿâëÿeòcÿ ÷acòíûì cëy÷aeì òeopeìû t1. Ïoýòoìy t2 ∈ T . Aíaëoãè÷ío èç e1 ∈ E,
e2 ∈ TE è e1 ≤ e2 cëeäyeò e2 ∈ E. Ïoýòoìy Tm ïoëíocòüþ oïpeäeëÿeò ìíoæecòâo T ,
a Em � ìíoæecòâo E.

Çaìeòèì, ÷òo êoëè÷ecòâo ýëeìeíòoâ â TE � oêoëo 5 ·108. B paáoòe [6] äëÿ ϕ(y) = y
áûëo ïoêaçaío, ÷òo Tm cocòoèò èç 931 ýëeìeíòa, a Em � èç 2554 ýëeìeíòoâ. Kpaeâaÿ
çaäa÷a (2)-(5) è ycëoâèÿ 1-D oáëaäaþò cèììeòpèeé, êoòopoé ecòecòâeíío âocïoëü-
çoâaòücÿ äëÿ yìeíüøeíèÿ íyæäaþùèxcÿ â äoêaçaòeëücòâe òeopeì. Taêèì oápaçoì,
yäaëocü âûäeëèòü ïopoæäaþùèe òeopeìû Tg, êoòopûx oêaçaëocü 106. Aíaëoãè÷ío
èç Em âûäeëÿþòcÿ ïopoæäaþùèe ïpèìepû Eg, êoòopûx oêaçaëocü 315. Ïopoæäa-
þùèe òeopeìû, oòëè÷aþùèecÿ äpyã oò äpyãa òoëüêo òeì, ÷òo âìecòo ycëoâèÿ 3 còoèò
ycëoâèe 2 èëè 4, a âìecòo ycëoâèÿ 7 � ycëoâèe 6, èìeþò aíaëoãè÷íûe äoêaçaòeëücòâa.
Ïoýòoìy èx ìoæío oáúeäèíèòü è ïoëy÷èòü ìíoæecòâo áaçoâûx òeopeì Tb. Oêaçaëocü,
÷òo ìíoæecòâo Tb cocòoèò èç 95 ýëeìeíòoâ. Äëÿ äoêaçaòeëücòâa âcex òeopeì èç T
äocòaòo÷ío äoêaçaòü âce òeopeìû èç Tb. ×òoáû yáeäèòücÿ, ÷òo íè oäía òeopeìa íe
ïpoïyùeía, äocòaòo÷ío ïocòpoèòü âce ïpèìepû èç Eg. Bce ýòo áûëo ïpoäeëaío â
paáoòe [6] äëÿ ϕ(y) = y.

Áaçoâûe òeopeìû

Haáop (M1,M2, U), ãäe M1 = M(σ1, σ2, σ3, σ4) è M1 = M(σ5, σ6, σ7, σ8), ïoëíocòüþ
oïpeäeëÿeò òeopeìy èëè ïpèìep. Äëÿ áaçoâûx òeopeì áyäeì ïoëüçoâaòücÿ cëeäyþùèì
oáoçía÷eíèeì:

Tbn. σ1σ2σ3σ4.σ5σ6σ7σ8.u1u2u3u4u5u6u7u8u9uAuBuCuD,
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ãäe n � íoìep áaçoâoé òeopeìû, ui = i, ecëè i�e ycëoâèe âxoäèò â U è ui ïycòo â
ïpoòèâíoì cëy÷ae. Teïepü ïpèâeäeì cïècoê áaçoâûx òeopeì.

Tb01. 11� +.� � 00.� �.NS
Tb02. 1� �0.�10+.� �.NN.m
Tb03. 11� +.1� �0.1.+ �.NS.m
Tb04. �1�+.� � �0.2.+�.NS
Tb05. �11+.� �10.3.+ �.NS
Tb06. �11+.� �+0.4.+ �.NS
Tb07. � 1+ +.� �10.4.+ �.NN
Tb08. 111+.1�10.13.+ �.NS.m
Tb09. 11� +.11� +.15.+ +.SS.m
Tb10. 1� �1.1� � �.16.+ +.NS
Tb11. 1� �1.1� �1.17.+ +.SS
Tb12. 1� � +.1� � +.18.+ +.SS.m
Tb13. � � �1.� � � �.26.+ +.NS
Tb14. � � �1.� � �1.27.+ +.SS
Tb15. �
-- � +.� � � +.28.+ +.SS
Tb16. � �11.� �1�.36.+ +.NS
Tb17. � �11.� �11.37.+ +.SS
Tb18. � �11.� � + �.46.+ +.NS
Tb19. � �1�.� � + 1.46.+ +.NN
Tb20. 111+.111+.135.++.SS.m
Tb21. 1�11.1�1�.136.++.NS
Tb22. 1�11.1�11.137.+ +.SS
Tb23. 1�1+.1�1+.138.+ +.SS.m
Tb24. 1111.1111.1357.++.SS.m
Tb25. 1111.� �00.9AB.+ +.NS
Tb26. 1� � �.�1+ +.9AB.� �.NN.m
Tb27. 1111.1� � �.19AB.+ +.NS.m
Tb28. 1111.� � � �.29AB.+ +.NS
Tb29. 1� � �.� �1�.29AB.+ +.NN
Tb30. 1� � �.� � +1.2∨39AB.� +.NN
Tb31. 1111.� �1�.39AB.+ +.NS
Tb32. 1111.� � +0.49AB.+ +.NS
Tb33. �1+ +.� �1�.49AB.+ �.NN
Tb34. 1111.1�1�.139AB.+ +.NS.m
Tb35. 1111.1111.159AB.+ +.SS.m
Tb36. 1111.1�11.179AB.+ +.NS.m
Tb37. 1111.� �11.379AB.+ +.NS
Tb38. 1111.� � + �.469AB.+ +.NS
Tb39. 1+0+.� �0+.C.� +.N
Tb40. + � �0.�1� +.C.� �.N
Tb41. + �00.11�+.C.� �.N
Tb42. 1+0+.1� � +.1C.+ +.N.m
Tb43. 0+1+.� �1+.3C.+ +.N
Tb44. + + � +.� � 0+.3∨4C.� +.N
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Tb45. +� � �.� � �+.3∨4C.� �.N
Tb46. 0+1+.� � + +.4C.+ +.N
Tb47. 0+++.� �1+.4C.+ �.N
Tb48. 0++0.�11+.4C.+ �.N
Tb49. 1+1+.1�1+.13C.+ +.N.m
Tb50. + � � �.� � + �.3∨46∨7C.� �.S
Tb51. 00++.� �11.46C.++.N
Tb52. 1111.� �00.AC.++.S.*
Tb53. 1+++.� �0+.AC.� +.N
Tb54. + � � �.� � � +.AC.� �.N
Tb55. 1111.1� �0.1AC.+ +.S.*
Tb56. 1+++.1� � +.1AC.+ +.N
Tb57. 1111.� � �0.2AC.+ +.S.*
Tb58. ++++.� � � +.2AC.++.N
Tb59. 1111.� �10.3AC.+ +.S.*
Tb60. ++1+.� �1+.3AC.+ +.N
Tb61. 1111.� � + 0.4AC.+ +.S.*
Tb62. ++1+.� � + +.4AC.+ +.N
Tb63. 1111.1�10.13AC.+ +.S.*
Tb64. 1111.11� +.15AC.++.S.*
Tb65. 1111.1� � �.16AC.+ +.S.*
Tb66. 1111.1� �1.17AC.+ +.S.*
Tb67. 1111.1� � +.18AC.+ +.S.*
Tb68. 1111.� � � �.26AC.+ +.S.*
Tb69. 1111.� � �1.27AC.+ +.S.*
Tb70. 1111.� � � +.28AC.+ +.S.*
Tb71. 1111.� �1�.36AC.+ +.S.*
Tb72. 1111.� �11.37AC.+ +.S.*
Tb73. 1111.� � + 1.46AC.+ +.S.*
Tb74. 1111.111+.135AC.+ +.S.*
Tb75. 1111.1�1�.136AC.+ +.S.*
Tb76. 1111.1�11.137AC.+ +.S.*
Tb77. 1111.1�1+.138AC.+ +.S.*
Tb78. 1000.�1+ +.3∨49AC.� �.N
Tb79. 1000.� � + 1.3∨469AC.� +.N
Tb80. + � � �.1111.9ABC.� �.N
Tb81. 1100.1100.CD.� �.m
Tb82. +1�0.0100.3∨4CD.� �
Tb83. 0110.0110. 3∨4CD.+ �
Tb84. 1110.1110.13CD.+ �.m
Tb85. +0�1.0001.3∨46CD.�+
Tb86. 0011.0011.3∨46CD.+ +
Tb87. 1011.1011.136CD.+ +
Tb88. 1111.1111.ACD.+ +.*
Tb89. 1111.1111.14
Tb90. 1111.1111.23
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Tb91. 1111.1111.24
Tb92. 1111.1111.34
Tb93. 1111.1111.189AB
Tb94. 1111.1111.279AB
Tb95. 1111.1111.289AB
B òeopeìe Tb30 ycëoâèe 2∨3 cooòâeòcòâyeò ycëoâèþ α′(a) ≤ β′(a), â òeopeìax

Tb44, Tb45, Tb50, Tb78, Tb79, Tb82, Tb83, Tb85 è Tb86 ycëoâèe 3∨4 cooòâeòcòâyeò
ycëoâèþ α′(a) ≥ β′(a), a â òeopeìe Tb50 ycëoâèe 6∨7 cooòâeòcòâyeò ycëoâèþ α′(b) ≤
β′(b). Oêaçûâaeòcÿ, ÷òo peøeíèe êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) ìoæeò yäoâëeòâopÿòü íepa-
âeícòâaì

min{α′(a), β′(a)} ≤ x′(a) ≤ max{α′(a), β′(a)}, (7)
min{α′(b), β′(b)} ≤ x′(b) ≤ max{α′(b), β′(b)}. (8)

Ecëè yäoâëeòâopÿþòcÿ oáa íepaâeícòâa, òo â òeopeìe ïocëe èäeíòèôèêaòopa äëÿ U
còoèò + +, ecëè yäoâëeòâopÿeòcÿ íepaâeícòâo (7), òo còoèò + �, ecëè yäoâëeòâopÿeòcÿ
íepaâeícòâo (8), òo còoèò � +, ecëè oáa íepaâeícòâa (7)-(8) ìoãyò íe yäoâëeòâopÿòücÿ,
òo còoèò � �. B òeopeìax Tb01-Tb38 ãpaíè÷íûe ycëoâèÿ H1x = h1 è H2x = h2 ìoãyò
âûpoæäaòücÿ. Áyäeì ãoâopèòü, ÷òo ãpaíè÷íoe ycëoâèe H1x = h1 âûpoæäeío, ecëè
èç ycëoâèé òeopeìû cëeäyeò, ÷òo H1α = H1β. Aíaëoãè÷ío ãpaíè÷íoe ycëoâèe H2x =
h2 âûpoæäeío, ecëè èç ycëoâèé òeopeìû cëeäyeò, ÷òo H2α = H2β. Taê, â òeopeìe
Tb09 oáa ãpaíè÷íûx ycëoâèÿ âûpoæäeíû. Ýòoìy cooòâeòcòâyeò èäeíòèôèêaòop SS. B
òeopeìe Tb01 âûpoæäeío âòopoe ãpaíè÷íoe ycëoâèe. Ýòoìy cooòâeòcòâyeò èäeíòèôè-
êaòop NS. B òeopeìe Tb02 íeò âûpoæäeíèÿ. Ýòoìy cooòâeòcòâyeò èäeíòèôèêaòop NN.
ßcío, ÷òo íaèáoëüøèé èíòepec ïpeäcòaâëÿþò òeopeìû áeç âûpoæäeíèÿ. B òeopeìax
Tb39-Tb80 íeò cìûcëa ãoâopèòü o âûpoæäeííocòè ïepâoão ãpaíè÷íoão ycëoâèÿ. Ïo-
ýòoìy èäeíòèôèêaòop âûpoæäeííocòè oòíocèòcÿ òoëüêo êo âòopoìy ãpaíè÷íoìy yc-
ëoâèþ. Taê, äëÿ òeopeìû Tb50 âòopoe ãpaíè÷íoe ycëoâèe âûpoæäeío. Äëÿ òeopeì
Tb81-Tb95 ïoíÿòèe âûpoæäeííocòè íe èìeeò cìûcëa. B òeopeìax Tb52, Tb55, Tb57,
Tb59, Tb61, Tb63-Tb77 è Tb88 ôyíêöèÿ α ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì. Ýòoò ôaêò oòìe÷eí
*. Äëÿ íeêoòopûx òeopeì cyùecòâyþò ìaêcèìaëüíoe è ìèíèìaëüíoe peøeíèÿ. Ýòoò
ôaêò oòìe÷eí m. Teopeìû Tb89-Tb95 òpèâèaëüío ècòèííû, òaê êaê èx ycëoâèÿ ïpo-
òèâope÷èâû.

Äëÿ áaçoâoé òeopeìû Tbn ÷epeç TbnC áyäeì oáoçía÷aòü òeopeìy, ïoëy÷aþùyþcÿ
èç Tbn äoáaâëeíèeì ycëoâèÿ C è çaìeíoé H1 ía −H1. Ecëè òeopeìa Tbn äoêaçaía,
òo ÿcío, ÷òo òeopeìa TbnC cïpaâeäëèâa. Aíaëoãè÷ío ÷epeç TbnD áyäeì oáoçía÷aòü
òeopeìy, ïoëy÷aþùyþcÿ èç Tbn äoáaâëeíèeì ycëoâèÿ D è çaìeíoé H2 ía −H2, ÷epeç
TbnH áyäeì oáoçía÷aòü òeopeìy, ïoëy÷aþùyþcÿ èç Tbn, ecëè H1 è H2 ïoìeíÿòü
ìecòaìè, ÷epeç Tbnt áyäeì oáoçía÷aòü òeopeìy, ïoëy÷aþùyþcÿ èç Tbn, ecëè â ypaâ-
íeíèè çaìeíèòü t ía −t, ÷epeç Tbnx áyäeì oáoçía÷aòü òeopeìy, ïoëy÷aþùyþcÿ èç
Tbn, ecëè â ypaâíeíèè çaìeíèòü x ía −x. Ýòè òeopeìû ïoêaçûâaþò, êaêèìè cèììe-
òpèÿìè ïoëüçoâaëècü äëÿ íaxoæäeíèÿ Tg.

Ïycòü cïpaâeäëèâa
Teopeìa Id. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M1, H2 ∈ M2, h1 ∈ [H1α, H1β] è h2 ∈ [H2α, H2β] èç

H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β è ycëoâèé U è E cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé
çaäa÷è (2)-(5).

Toãäa cïpaâeäëèâû cëeäyþùèe òeopeìû.
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Teopeìa Id∃∀. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M1, H2 ∈ M2 è h1 ∈ [H1α, H1β] íaéäeòcÿ h2 ∈
[H2α,H2β] òaêoe, ÷òo èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé U\{H2α = H2β} è E
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5).

Teopeìa Id∃∀. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M1, H2 ∈ M2 è h2 ∈ [H2α, H2β] íaéäeòcÿ h1 ∈
[H1α,H1β] òaêoe, ÷òo èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé U\{H1α = H1β} è E
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5).

Teopeìa Id∃∃. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M1 è H2 ∈ M2 íaéäyòcÿ h1 ∈ [H1α,H1β] è
h2 ∈ [H2α, H2β] òaêèe, ÷òo èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé U\{H1α = H1β,H2α =
H2β} è E cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5).

Äeécòâèòeëüío, ïycòü ϕi(t) = t−Hiα ïpè t < Hiα, ϕi(t) = 0 ïpè Hiα ≤ t ≤ Hiβ è
ϕi(t) = t−Hiβ ïpè Hiβ < t, i = 1, 2. Çaìeíÿÿ H2 ía ϕ2(H2), ïoëy÷èì cïpaâeäëèâocòü
òeopeìû Id∀∃. Ïðè çàìåíå H1 ía ϕ1(H1) ïoëy÷aeì cïpaâeäëèâocòü òeopeìû Id∃∀.
Çaìeíÿÿ H1 ía ϕ1(H1) è H2 ía ϕ2(H2), ïoëy÷aeì cïpaâeäëèâocòü òeopeìû Id∃∃.

Çaìeòèì, ÷òo äëÿ êoíêpeòíûx α è β ïo êpaéíeé ìepe äâa èç ycëoâèé 1-8 âû-
ïoëíÿþòcÿ. Ýòo ãoâopèò oá èx ecòecòâeííocòè. Ócëoâèÿ A è B ÷acòo âcòpe÷aþòcÿ.
Haïpèìep, ïpè äoêaçaòeëücòâe áaçoâûx òeopeì oíè áyäyò ècïoëüçoâaòücÿ. Èíòepecío
oòìeòèòü, ÷òo äoáaâëeíèe ycëoâèé A è B ê ycëoâèÿì 1-8 íe äaeò íoâûx òeopeì. Oäíaêo
äoáaâëeíèe ycëoâèÿ 9 ê ycëoâèÿì A è B ïpèâoäèò ê íoâûì òeopeìaì. Ócëoâèe C
íyæío äëÿ ïepèoäè÷ecêoé çaäa÷è.

Äoêaçaòeëücòâo áaçoâûx òeopeì

Aíaëoãè÷ío òoìy, êaê ýòo äeëaëocü â paáoòe [6], ìoæío äoêaçaòü âce áaçoâûe
òeopeìû äëÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) êpoìe òeopeìû Tb50. Ýòy ìeòoäèêy äoêaçaòeëü-
còâa ïpoäeìoícòpèpyeì ía ïpèìepe äoêaçaòeëücòâa òeopeì Tb01-Tb09.

Teopeìa Tb01. 11� +.� �00.� �. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(1, 1,−, +), H2 ∈ M(−,−, 0, 0, ),
h1 ∈ [H1α, H1β] è h2 ∈ [H2α, H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β è ycëoâèÿ E cëeäyeò
cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Oïpeäeëèì ïocëeäoâaòeëüíocòè αk, βk, k = 1, 2, ... ïo èíäyêöèè.
Ïycòü α1 = α è β1 = β. ×epeç y oáoçía÷èì peøeíèe çaäa÷è Äèpèxëe

(ϕ(x′))′ = f(t, x, x′), x(a) = (αk(a) + βk(a))/2,

x(b) = (αk(b) + βk(b))/2, αk ≤ x ≤ βk.

Ecëè H1y ≤ h1, òo ïoëaãaeì αk+1 = y è βk+1 = βk. Ecëè H1y > h1,òo ïoëaãaeì
αk+1 = αk è βk+1 = y. ßcío, ÷òo αk � íèæíÿÿ ôyíêöèÿ, βk � âepxíÿÿ ôyíêöèÿ,
α = α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ β2 ≤ β1 = β è H1αk ≤ h1 ≤ H1βk. Èç H2β ≥ H2α è ycëoâèé
ìoíoòoííocòè äëÿ H2 ïoëy÷aeì íepaâeícòâa H2α ≥ H2αk ≥ H2βk ≥ H2β ≥ H2α.
Cëeäoâaòeëüío, H2αk = h2 = H2βk. Ïpeäeëû αk → α0 è βk → β0 yäoâëeòâopÿþò
ycëoâèÿì α ≤ α0 ≤ β0 ≤ β, α0(a) = β0(a), α0(b) = β0(b), H1α0 ≤ h1 ≤ H1β0, H2α0 =
h2 = H2β0, α0 ∈ S(I, R) èëè β0 ∈ S(I, R). Ha ocíoâaíèè ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ
H1 èìeeì H1α0 ≥ H1β0. Cëeäoâaòeëüío, H1α0 = h1 = H1β0. Taêèì oápaçoì, α0 èëè
β0 ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5).

Teopeìa Tb02. 1� �0.�10+.� �. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(1,−,−, 0), H2 ∈ M(−, 1, 0, +),
h1 ∈ [H1α, H1β] è h2 ∈ [H2α, H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β è ycëoâèÿ E cëeäyeò
cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5).



48

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpeäâapèòeëüío äoêaæeì, ÷òo äëÿ ëþáoão B ∈ [α(b), β(b)]
cyùecòâyeò peøeíèe êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(z′))′ = f(t, z, z′), H1z = h1, z(b) = B, α ≤ z ≤ β. (9)

Ïycòü α∗ è β∗ � peøeíèÿ çaäa÷ Äèpèxëe

(ϕ(α′∗))
′ = f(t, α∗, α′∗), α∗(a) = α(a), α∗(b) = B, α ≤ α∗ ≤ β,

(ϕ(β′∗))
′ = f(t, β∗, β′∗), β∗(a) = β(a), β∗(b) = B, α∗ ≤ β∗ ≤ β.

Toãäa α ≤ α∗ ≤ β∗ ≤ β è èç ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H1 ïoëy÷aeì íepaâeícòâa
H1α∗ ≤ H1α ≤ h1 ≤ H1β ≤ H1β∗. Èç òeopeìû Tb01 cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ
z êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(z′))′ = f(t, z, z′), H1z = h1, α∗ ≤ z ≤ β∗.

ßcío, ÷òo z(b) = B è α ≤ z ≤ β. Cëeäoâaòeëüío, z ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è
(9).

Oïpeäeëèì ïocëeäoâaòeëüíocòè αk, βk, k = 1, 2, ... ïo èíäyêöèè. Ïycòü α1 = α è
β1 = β. Èç ïpeäûäyùeão cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ y êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(y′))′ = f(t, y, y′), H1y = h1, y(b) = (αk(b) + βk(b))/2, αk ≤ y ≤ βk.

Ecëè H2y ≤ h2, òo ïoëaãaeì αk+1 = y è βk+1 = βk. Ecëè H2y > h2, òo ïoëaãaeì
αk+1 = αk è βk+1 = y. ßcío, ÷òo αk � íèæíÿÿ ôyíêöèÿ, βk � âepxíÿÿ ôyíêöèÿ,
α = α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ β2 ≤ β1 = β è H2αk ≤ h2 ≤ H2βk. Ïpeäeëû αk → α0 è
βk → β0 yäoâëeòâopÿþò ycëoâèÿì α ≤ α0 ≤ β0 ≤ β, α0(b) = β0(b), H2α0 ≤ h2 ≤ H2β0,
α0 ∈ S(I, R) ∧ H1α0 = h1 èëè β0 ∈ S(I, R) ∧ H1β0 = h1. Ha ocíoâaíèè ycëoâèé
ìoíoòoííocòè äëÿ H2 èìeeì H2α0 ≥ H2β0. Cëeäoâaòeëüío, H2α0 = h2 = H2β0. Taêèì
oápaçoì, α0 èëè β0 ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5).

Teopeìa Tb03. 11� +.1� � 0.1.+ �. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(1, 1,−, +), H2 ∈ M(1,−,
−, 0), h1 ∈ [H1α, H1β] è h2 ∈ [H2α, H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé 1 è E
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5), yäoâëeòâopÿþùeão ycëoâèþ
(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òeopeìû Tb01 cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ x êpaeâoé
çaäa÷è

(ϕ(x′))′ = f(t, x, x′), H1x = h1, α ≤ x ≤ β.

ßcío, ÷òo α′(a) ≤ x′(a) ≤ β′(a), a èç ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H2 ïoëy÷aeì íepa-
âeícòâa H2α ≥ H2x ≥ H2β. Cëeäoâaòeëüío, H2x = h2. Taêèì oápaçoì, x ÿâëÿeòcÿ
peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) è yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ (7).

Teopeìa Tb04. �1� +.� � �0.2.+ �. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(−, 1,−, +), H2 ∈ M(−,−,
−, 0), h1 ∈ [H1α, H1β] è h2 ∈ [H2α, H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé 2 è E
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5), yäoâëeòâopÿþùeão ycëoâèþ
(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Oïpeäeëèì ïocëeäoâaòeëüíocòè αk, βk, k = 1, 2, ... ïo èíäyêöèè.
Ïycòü α1 = α è β1 = β. Èç òeopeìû Tb02 C∃∀. 1++0.-10+.C cëeäyeò cyùecòâoâaíèe
peøeíèÿ y êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(y′))′ = f(t, y, y′), α′k(a) ≤ y′(a) ≤ β′k(a),



49

y(b) = (αk(b) + βk(b))/2, αk ≤ y ≤ βk.

Ecëè H1y ≤ h1, òo ïoëaãaeì αk+1 = y è βk+1 = βk. Ecëè H1y > h1, òo ïoëaãaeì
αk+1 = αk è βk+1 = y. ßcío, ÷òo αk � íèæíÿÿ ôyíêöèÿ, βk � âepxíÿÿ ôyíêöèÿ,
α = α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ β2 ≤ β1 = β, α′(a) = α′1(a) ≤ α′2(a) ≤ ... ≤ β′2(a) ≤ β′1(a) = β′(a)
è H1αk ≤ h1 ≤ H1βk. Èç H2β ≥ H2α è ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H2 ïoëy÷aeì
íepaâeícòâa H2α ≥ H2αk ≥ H2βk ≥ H2β ≥ H2α. Cëeäoâaòeëüío, H2αk = h2 =
H2βk. Ïpeäeëû αk → α0 è βk → β0 yäoâëeòâopÿþò ycëoâèÿì α ≤ α0 ≤ β0 ≤ β,
α′(a) ≤ α′0(a) ≤ β′0(a) ≤ β′(a), α0(b) = β0(b), H1α0 ≤ h1 ≤ H1β0, H2α0 = h2 = H2β0,
α0 ∈ S(I, R) èëè β0 ∈ S(I, R). Ha ocíoâaíèè ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H1 èìeeì
H1α0 ≥ H1β0. Cëeäoâaòeëüío, H1α0 = h1 = H1β0. Taêèì oápaçoì, α0 èëè β0 ÿâëÿeòcÿ
peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) è yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ (7).

Teopeìa Tb05. �11+.� �10.3.+ �. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(−, 1, 1, +), H2 ∈ M(−,−,
1, 0), h1 ∈ [H1α,H1β] è h2 ∈ [H2α,H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé 3 è E
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5), yäoâëeòâopÿþùeão ycëoâèþ
(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Oïpeäeëèì ïocëeäoâaòeëüíocòè αk, βk, k = 1, 2, ... ïo èíäyêöèè.
Ïycòü α1 = α è β1 = β. Èç òeopeìû Tb02 cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ y êpaeâoé
çaäa÷è

(ϕ(y′))′ = f(t, y, y′), −y′(a) = −α′(a), y(b) = (αk(b) + βk(b))/2, αk ≤ y ≤ βk.

Ecëè H1y ≤ h1, òo ïoëaãaeì αk+1 = y è βk+1 = βk. Ecëè H1y > h1, òo ïoëaãaeì
αk+1 = αk è βk+1 = y. ßcío, ÷òo αk � íèæíÿÿ ôyíêöèÿ, βk � âepxíÿÿ ôyíêöèÿ, α =
α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ β2 ≤ β1 = β, α′k(a) = β′k(a) = α′(a) è H1αk ≤ h1 ≤ H1βk. Èç H2β ≥ H2α
è ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H2 ïoëy÷aeì íepaâeícòâa H2α ≥ H2αk ≥ H2βk ≥ H2β ≥
H2α. Cëeäoâaòeëüío, H2αk = h2 = H2βk. Ïpeäeëû αk → α0 è βk → β0 yäoâëeòâopÿþò
ycëoâèÿì α ≤ α0 ≤ β0 ≤ β, α′0(a) = β′0(a) = α′(a), α0(b) = β0(b), H1α0 ≤ h1 ≤ H1β0,
H2α0 = h2 = H2β0, α0 ∈ S(I, R) èëè β0 ∈ S(I, R). Ha ocíoâaíèè ycëoâèé ìoíoòoííocòè
äëÿ H1 èìeeì H1α0 ≥ H1β0. Cëeäoâaòeëüío, H1α0 = h1 = H1β0. Taêèì oápaçoì, α0

èëè β0 ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) è yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ (7).
Teopeìa Tb06. �11+.� � +0.4.+ �. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(−, 1, 1, +), H2 ∈ M(−,−,

+, 0), h1 ∈ [H1α, H1β] è h2 ∈ [H2α,H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé 4 è E
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5), yäoâëeòâopÿþùeão ycëoâèþ
(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Oïpeäeëèì ïocëeäoâaòeëüíocòè αk, βk, k = 1, 2, ... ïo èíäyêöèè.
Ïycòü α1 = α è β1 = β. Èç òeopeìû Tb02 cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ y êpaeâoé
çaäa÷è

(ϕ(y′))′ = f(t, y, y′),

−y′(a) = −(α′k(a) + β′k(a))/2, y(b) = (αk(b) + βk(b))/2, αk ≤ y ≤ βk.

Ecëè H1y ≤ h1, òo ïoëaãaeì αk+1 = y è βk+1 = βk. Ecëè H1y > h1, òo ïoëaãaeì
αk+1 = αk è βk+1 = y. ßcío, ÷òo αk � íèæíÿÿ ôyíêöèÿ, βk � âepxíÿÿ ôyíêöèÿ,
α = α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ β2 ≤ β1 = β, β′(a) = β′1(a) ≤ β′2(a) ≤ ... ≤ α′2(a) ≤ α′1(a) = α′(a)
è H1αk ≤ h1 ≤ H1βk. Èç H2β ≥ H2α è ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H2 ïoëy÷aeì
íepaâeícòâa H2α ≥ H2αk ≥ H2βk ≥ H2β ≥ H2α. Cëeäoâaòeëüío, H2αk = h2 =
H2βk. Ïpeäeëû αk → α0 è βk → β0 yäoâëeòâopÿþò ycëoâèÿì α ≤ α0 ≤ β0 ≤ β,
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β′(a) ≤ β′0(a) = α′0(a) ≤ α′(a), α0(b) = β0(b), H1α0 ≤ h1 ≤ H1β0, H2α0 = h2 = H2β0,
α0 ∈ S(I, R) èëè β0 ∈ S(I, R). Ha ocíoâaíèè ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H1 èìeeì
H1α0 ≥ H1β0. Cëeäoâaòeëüío, H1α0 = h1 = H1β0. Taêèì oápaçoì, α0 èëè β0 ÿâëÿeòcÿ
peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) è yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ (7).

Teopeìa Tb07. �1++.� �10.4.+ �. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(−, 1, +, +), H2 ∈ M(−,−,
1, 0), h1 ∈ [H1α,H1β] è h2 ∈ [H2α,H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé 4 è E
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5), yäoâëeòâopÿþùeão ycëoâèþ
(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpeäâapèòeëüío äoêaæeì, ÷òo äëÿ ëþáoão A′ ∈ [β′(a), α′(a)]
cyùecòâyeò peøeíèe êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(z′))′ = f(t, z, z′), H1z = h1, −z′(a) = −A′, α ≤ z ≤ β. (10)

Ïycòü α∗ è β∗ � peøeíèÿ êpaeâûx çaäa÷

(ϕ(α′∗))
′ = f(t, α∗, α′∗), −α′∗(a) = −A′, α∗(b) = α(b), α ≤ α∗ ≤ β,

(ϕ(β′∗))
′ = f(t, β∗, β′∗), −β′∗(a) = −A′, β∗(b) = β(b), α∗ ≤ β∗ ≤ β,

cyùecòâoâaíèe êoòopûx cëeäyeò èç òeopeìû Tb02. Toãäa α ≤ α∗ ≤ β∗ ≤ β è èç
ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H1 ïoëy÷aeì íepaâeícòâa H1α∗ ≤ H1α ≤ h1 ≤ H1β ≤
H1β∗. Èç òeopeìû Tb05 cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ z êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(z′))′ = f(t, z, z′), H1z = h1, −z′(a) = −A′, α∗ ≤ z ≤ β∗.

ßcío, ÷òo α ≤ z ≤ β. Cëeäoâaòeëüío, z ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (10).
Oïpeäeëèì ïocëeäoâaòeëüíocòè αk, βk, k = 1, 2, ... ïo èíäyêöèè. Ïycòü α1 = α è

β1 = β. Èç ïpeäûäyùeão cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ y êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(y′))′ = f(t, y, y′),

H1y = h1, −y′(a) = −(α′k(a) + β′k(a))/2, αk ≤ y ≤ βk.

Ecëè H2y ≤ h2, òo ïoëaãaeì αk+1 = y è βk+1 = βk. Ecëè H2y > h2, òo ïoëaãaeì
αk+1 = αk è βk+1 = y. ßcío, ÷òo αk � íèæíÿÿ ôyíêöèÿ, βk � âepxíÿÿ ôyíêöèÿ,
α = α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ β2 ≤ β1 = β, β′(a) = β′1(a) ≤ β′2(a) ≤ ... ≤ α′2(a) ≤ α′1(a) = α′(a) è
H2αk ≤ h2 ≤ H2βk. Ïpeäeëû αk → α0 è βk → β0 yäoâëeòâopÿþò ycëoâèÿì α ≤ α0 ≤
β0 ≤ β, β′(a) ≤ β′0(a) = α′0(a) ≤ α′(a), H2α0 ≤ h2 ≤ H2β0, α0 ∈ S(I, R) ∧ H1α0 = h1

èëè β0 ∈ S(I, R) ∧ H1β0 = h1. Ha ocíoâaíèè ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H2 èìeeì
H2α0 ≥ H2β0. Cëeäoâaòeëüío, H2α0 = h2 = H2β0. Taêèì oápaçoì, α0 èëè β0 ÿâëÿeòcÿ
peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) è yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ (7).

Teopeìa Tb08. 111+.1�10.13.+ �. Äëÿ ëþáûx H1 ∈ M(1, 1, 1, +), H2 ∈ M(1,−,
1, 0), h1 ∈ [H1α, H1β] è h2 ∈ [H2α, H2β] èç H1α ≤ H1β, H2α ≤ H2β, ycëoâèé 1, 3 è E
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5), yäoâëeòâopÿþùeão ycëoâèþ
(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïo òeopeìe Tb03 cyùecòâyeò peøeíèe x êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(x′))′ = f(t, x, x′), H1(x(a), x(b), α′(a), x′(b)) = h1,

H2(x(a), x(b), α′(a), x′(b)) = h2, α ≤ x ≤ β.



51

ßcío, ÷òo α′(a) = x′(a) = β′(a), H1x = h1 è H2x = h2. Taêèì oápaçoì, x ÿâëÿeòcÿ
peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5)è yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ (7).

Teopeìa Tb09. 11� +.11� +.15.++. Äëÿ ëþáûx H1, H2 ∈ M(1, 1,−, +), h1 ∈
[H1α,H1β] è h2 ∈ [H2α, H2β] èç ycëoâèé 1, 5 è E cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ
êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5), yäoâëeòâopÿþùeão ycëoâèþ (7)-(8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïycòü x � peøeíèe êpaeâoé çaäa÷è

(ϕ(x′))′ = f(t, x, x′), x(a) = α(a), x(b) = α(b), α ≤ x ≤ β,

êoòopoe cyùecòâyeò ïo òeopeìe Tb02. ßcío, ÷òo α′(a) ≤ x′(a) ≤ β′(a) è β′(b) ≤ x′(b) ≤
α′(b). Ha ocíoâaíèè ycëoâèé ìoíoòoííocòè äëÿ H1 è H2 èìeeì H1α ≥ H1x ≥ H1β è
H2α ≥ H2x ≥ H2β. Cëeäoâaòeëüío, H1x = h1 è H2x = h2. Taêèì oápaçoì, x ÿâëÿeòcÿ
peøeíèeì êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5) è yäoâëeòâopÿeò ycëoâèÿì (7)-(8).

Cyùecòâoâaíèe ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ

Teopeìa 1. Äëÿ òeopeì Tb02-Tb03, Tb08-Tb09, Tb12, Tb20, Tb23-Tb24, Tb26-
Tb27, Tb34-Tb36, Tb42, Tb49, Tb81 è Tb84 cyùecòâyþò ìaêcèìaëüíoe è ìèíèìaëüíoe
peøeíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpoâeäeì äoêaçaòeëücòâo äëÿ òeopeìû Tb02. Ïycòü S � ìío-
æecòâo peøeíèé êpaeâoé çaäa÷è (2)-(5), x, y ∈ S è s = max{x, y}. Toãäa äëÿ äaííoão
âûøe oïpeäeëeíèÿ íèæíeé ôyíêöèè s � íèæíÿÿ ôyíêöèÿ. Ïoêaæeì, ÷òo H1s ≤ h1 è
H2s ≤ h2. Ïycòü x(a) > y(a) è x(b) < y(b). Toãäa h1 = H1x ≥ H1(x(a), y(b), x′(a), x′(b))
= H1s, h2 = H2y ≥ H2(x(a), y(b), y′(a), y′(b)) = H2s. Ocòaëüíûe cëy÷aè paccìaòpè-
âaþòcÿ aíaëoãè÷ío. Cëeäoâaòeëüío, cyùecòâyeò peøeíèe z ∈ S, yäoâëeòâopÿþùee
íepaâeícòây z ≥ s. Ecëè S cocòoèò èç êoíe÷íoão ÷ècëa peøeíèé, òo cyùecòâoâaíèe
ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ o÷eâèäío. Ïycòü ìíoæecòâo S áecêoíe÷ío, ri, i = 1, 2, ... �
paöèoíaëüíûe òo÷êè èíòepâaëa I è xi ∈ S, i = 1, 2, ... òaêèe, ÷òo xi(ri) = max{x(ri) :
x ∈ S}. Oïpeäeëèì ïocëeäoâaòeëüíocòü zi, i = 1, 2, ... cëeäyþùèì oápaçoì: z1 =
x1 è zi ∈ S, i = 2, 3, ... yäoâëeòâopÿþò íepaâeícòâaì zi ≥ max{zi−1, xi}. ßcío, ÷òo
limi→∞ zi = z ∈ S è z = max{x : x ∈ S}. Cyùecòâoâaíèe ìèíèìaëüíoão peøeíèÿ
äoêaçûâaeòcÿ aíaëoãè÷ío. Äoêaçaòeëücòâo cyùecòâoâaíèÿ ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ
äëÿ ocòaëüíûx òeopeì aíaëoãè÷ío.

Çaìe÷aíèe 1. Äëÿ ocòaëüíûx òeopeì ìoæío ïocòpoèòü ïpèìepû, êoòopûe äoêa-
çûâaþò oòcyòcòâèe ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ. Taê, äëÿ òeopeìû Tb01 ïpèìep a = −1,
b = 1, x′′ = 0, α = −β = −1,

H1x = (| x(b)− α(b) | +x(b)− α(b))(| x′(a)− 1 | −x′(a) + 1) = 0

è H2 = 0 ïoêaçûâaeò oòcyòcòâèe ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ. Ýòoò æe ïpèìep ãoäèòcÿ
äëÿ òeopeì Tb05, Tb25, Tb31 è Tb37.

Çaìe÷aíèe 2. Ïpocòeéøèe ïpèìepû ïoêaçûâaþò, ÷òo äëÿ òeopeì Tb12, Tb23,
Tb42 è Tb49 äëÿ ìaêcèìaëüíoão peøeíèÿ ycëoâèe (8) íe oáÿçaío âûïoëíÿòücÿ.
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