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O íèæíèx è âepxíèx ôyíêöèÿx
A.ß.Ëeïèí, Ë.A.Ëeïèí

Àííîòàöèÿ. Äëÿ äèôôepeíöèaëüíoão ypaâíeíèÿ âòopoão ïopÿäêa äaeòcÿ oïpe-
äeëeíèe âepxíèx è íèæíèx ôyíêöèé, câÿçaííoe c oäíocòopoííeé ëoêaëüíoé paçpe-
øèìocòüþ.

ÓÄÊ 517.927

B paáoòe [1] äëÿ êpaeâoé çaäa÷è

x′′ = f(t, x), x(0) = x(2π), x′(0) = x′(2π), (1)

ãäe f yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ Kapaòeoäopè, äaeòcÿ cëeäyþùee oïpeäeëeíèe íèæíèx
è âepxíèx ôyíêöèé.

Oïpeäeëeíèe 1. Ôyíêöèÿ α ∈ C2π íaçûâaeòcÿ íèæíeé ôyíêöèeé êpaeâoé çaäa÷è
(1), ecëè äëÿ ëþáoão t0 ∈ R D−α(t0) > D+α(t0) èëè íaéäeòcÿ oòêpûòûé èíòepâaë
I0 òaêoé, ÷òo t0 ∈ I0, α ∈ W 2,1(I0) è äëÿ ïo÷òè âcex t ∈ I0 α′′(t) ≥ f(t, α(t)).

Ôyíêöèÿ β ∈ C2π íaçûâaeòcÿ âepxíeé ôyíêöèeé êpaeâoé çaäa÷è (1), ecëè äëÿ
ëþáoão t0 ∈ R D−β(t0) < D+β(t0) èëè íaéäeòcÿ oòêpûòûé èíòepâaë I0 òaêoé, ÷òo
t0 ∈ I0, β ∈ W 2,1(I0) è äëÿ ïo÷òè âcex t ∈ I0 β′′(t) ≤ f(t, β(t)).

Çäecü C2π � ìíoæecòâo íeïpepûâíûx 2π ïepèoäè÷ecêèx ôyíêöèé x : R → R,
D−α(t), D−α(t), D+α(t) è D+α(t) � ÷ècëa Äèíè, a W 2,1(I0) � ìíoæecòâo ôyíêöèé
x : I0 → R, ïepâaÿ ïpoèçâoäíaÿ êoòopûx aácoëþòío íeïpepûâía. Míoæecòâo íèæíèx
è âepxíèx ôyíêöèé â cìûcëe oïpeäeëeíèÿ 1 áyäeì oáoçía÷aòü ÷epeç A1(R,R) è
B1(R, R).

B paáoòe [1] áûë ïocòaâëeí âoïpoc. Ecëè α1, α2 ∈ A1(R,R), òo ÿâëÿeòcÿ ëè max{α1,
α2} ∈ A1(R,R). Cëeäyþùèé ïpèìep ïoêaçûâaeò, ÷òo ýòo íe âceãäa òaê. Ïycòü f(t, x) =
−2 ïpè t ∈ [−π, 0) è f(t, x) = 0 ïpè t ∈ [0, π], α1(t) = −t2 − πt ïpè t ∈ [−π, 0),
α1(t) = t2 − πt ïpè t ∈ [0, π] è 2π ïepèoäè÷ecêè ïpoäoëæaeòcÿ ía âcþ ocü. ßcío, ÷òo
α1 ∈ A1(R, R). Ôyíêöèÿ α2(t) = α1(t) ïpè t ∈ [−π, π/4] ∪ [π/2, π]. Ïycòü ti = π/2 −
π/2i, i = 2, 3.... Coeäèíÿeì òo÷êè (t2k, α1(t2k)), (t2k+1, α(t2k+1)), k = 1, 2... oòpeçêaìè
è ïpoäoëæèì ýòè oòpeçêè äo ïepece÷eíèÿ c ïpoäoëæeíèeì coceäíèx oòpeçêoâ. Ha
èíòepâaëe [π/4, π/2] ïoëy÷aeòcÿ ëoìaíaÿ c áecêoíe÷íûì ÷ècëoì çâeíüeâ. ×òoáû èçáa-
âèòücÿ oò yãëoâûx òo÷eê, cãëaæèâaeì èx c ïoìoùüþ äyã oêpyæíocòè, ïpè ýòoì äyãè
äoëæíû áûòü íèæe α1. Ôyíêöèÿ α2(t) coâïaäaeò c ïoëy÷eííoé êpèâoé ía èíòepâaëe
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[π/4, π/2]. ßcío, ÷òo α2 ∈ A1(R, R) ïpè 2π ïepèoäè÷ecêoì ïpoäoëæeíèè. Ôyíêöèÿ α =
max{α1, α2} oáëaäaeò cëeäyþùèìè câoécòâaìè. To÷êa π/2 ÿâëÿeòcÿ ïpeäeëüíoé äëÿ
yãëoâûx òo÷eê è ôyíêöèÿ α â òo÷êe π/2 èìeeò ïpoèçâoäíyþ 0. Ecëè α ∈ A1(R, R), òo
â íeêoòopoé oêpecòíocòè òo÷êè π/2 íe äoëæío áûòü yãëoâûx òo÷eê, ÷òo ïpoòèâope÷èò
câoécòâaì α.

B paáoòe [2] äëÿ ypaâíeíèÿ

x′′ = f(t, x, x′), t ∈ I = [a, b], (2)

ãäe f yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ Kapaòeoäopè, äaeò oïpeäeëeíèe íèæíèx è âepxíèx
ôyíêöèé, êoòopoe ïpèâeäeì â yäoáíoì äëÿ íac âèäe.

Oïpeäeëeíèe 2. Ôyíêöèè α, β : I → R, yäoâëeòâopÿþùèe ycëoâèþ Ëèïøèöa,
íaçûâaþòcÿ íèæíeé è âepxíeé ôyíêöèÿìè ypaâíeíèÿ (2), ecëè äëÿ ëþáûx òo÷eê
t1 ∈ (a, b) è t2 ∈ (t1, b), â êoòopûx cyùecòâyþò cooòâeòcòâyþùèe ïpoèçâoäíûe, âûïoë-
íÿþòcÿ íepaâeícòâa

α′(t2)− α′(t1) ≥
∫ t2

t1

f(t, α(t), α′(t))dt, (3)

β′(t2)− β′(t1) ≤
∫ t2

t1

f(t, β(t), β′(t))dt. (4)

Míoæecòâo íèæíèx è âepxíèx ôyíêöèé â cìûcëe oïpeäeëeíèÿ 2 áyäeì oáoçía÷aòü
÷epeç A2(I, R) è B2(I, R). Oïpeäeëeíèe 2 ecòecòâeíío â òoì cìûcëe, ÷òo äëÿ íèæíèx è
âepxíèx ôyíêöèé èìeeòcÿ oäíocòopoííÿÿ ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü, a èç oäíocòopoí-
íeé ëoêaëüíoé paçpeøèìocòè äëÿ ôyíêöèé α, β : I → R, yäoâëeòâopÿþùèx ycëoâèþ
Ëèïøèöa, cëeäyeò, ÷òo α è β yäoâëeòâopÿþò oïpeäeëeíèþ 2 (cì.[3]). Ïoêaæeì, ÷òo
íèæíèe è âepxíèe ôyíêöèè ïo oïpeäeëeíèþ 1, ecëè èx paccìaòpèâaòü ía èíòepâaëe
I = [0, 2π], ÿâëÿþòcÿ íèæíèìè è âepxíèìè ôyíêöèÿìè â cìûcëe oïpeäeëeíèÿ 2.
Kpoìe ýòoão, ïoêaæeì, ÷òo ecëè α1, α2 ∈ A2(I, R), òo max{α1, α2} ∈ A2(I, R).

Paccìoòpèì áoëee oáùèé âoïpoc. Kaêèìè câoécòâaìè oáëaäaeò oãpaíè÷eííaÿ ôyíê-
öèÿ α : I → R, ecëè èìeeòcÿ oäíocòopoííÿÿ ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü: äëÿ ëþáoão
τ ∈ I íaéäyòcÿ M, δ > 0 òaêèe, ÷òo äëÿ ëþáûx t1, t2 ∈ I èç τ − δ < t1 < t2 <
τ + δ cëeäyeò cyùecòâoâaíèe peøeíèÿ ypaâíeíèÿ (2) x : [t1, t2] → R, äëÿ êoòopoão
x(t1) = α(t1), x(t2) = α(t2), α(t) ≤ x(t) ≤ α(t)+M , t ∈ [t1, t2]. Äëÿ ýòoão âocïoëüçyeìcÿ
oáoáùeííûìè íèæíèìè è âepxíèìè ôyíêöèÿìè è oáoáùeííûì peøeíèeì. Oïpeäeëèì
ýòè ïoíÿòèÿ è ïpèâeäeì íeêoòopûe èx câoécòâa (cì. [4]).

Oïpeäeëeíèe 3. Ôyíêöèè α, β : I → R íaçûâaþòcÿ ôyíêöèÿìè c oãpaíè÷eííûì
èçãèáaíèeì, ecëè äëÿ ëþáoão t ∈ (a, b] cyùecòâyþò Dlα(t) è limτ→t− Dlα(τ), ïpè÷eì
Dlα(t) ≥ limτ→t− Dlα(τ), äëÿ ëþáoão t ∈ [a, b) cyùecòâyþò Drα(t) è limτ→t+ Drα(t),
ïpè÷eì Drα(t) ≤ limτ→t+ Drα(t), äëÿ ëþáoão t ∈ (a, b) Dlα(t) ≤ Drα(t); äëÿ ëþáoão
t ∈ (a, b] cyùecòâyþò Dlβ(t) è limτ→t− Dlβ(τ), ïpè÷eì Dlβ(t) ≤ limτ→t− Dlβ(τ), äëÿ
ëþáoão t ∈ [a, b) cyùecòâyþò Drβ(t) è limτ→t+ Drβ(t), ïpè÷eì Drβ(t) ≥ limτ→t+ Drβ(t),
äëÿ ëþáoão t ∈ (a, b) Dlβ(t) ≥ Drβ(t).

Çäecü Dlα(t) � ëeâaÿ ïpoèçâoäíaÿ è Drα(t) -� ïpaâaÿ ïpoèçâoäíaÿ. Cooòâeòcòâyþ-
ùèe êëaccû ôyíêöèé c oãpaíè÷eííûì èçãèáaíèeì áyäeì oáoçía÷aòü ÷epeç BB+(I, R)
è BB−(I, R).
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Ëeììa 1. Äëÿ α ∈ BB+(I, R) cïpaâeäëèâû cëeäyþùèe ycëoâèÿ.
1. B êaæäoé òo÷êe τ ∈ (a, b] cyùecòâyeò limt→τ− Drα(t), paâíûé
limt→τ− Dlα(t).
2. B êaæäoé òo÷êe τ ∈ [a, b) cyùecòâyeò limt→τ+ Dlα(t), paâíûé
limt→τ+ Drα(t).
3. B êaæäoé òo÷êe τ ∈ (a, b] cyùecòâyeò limt→τ− α(t).
4. B êaæäoé òo÷êe τ ∈ [a, b) cyùecòâyeò limt→τ+ α(t).
5. B êaæäoé òo÷êe τ ∈ (a, b) âûïoëíÿeòcÿ íepaâeícòâo α(τ) ≤
max{limt→τ− α(t), limt→τ+ α(t)}.
6. Ecëè â òo÷êe τ ∈ (a, b] α(τ) ≤ limt→τ− α(t), òo Dlα(τ) = limt→τ− Dlα(t).
7. Ecëè â òo÷êe τ ∈ [a, b) α(τ) ≤ limt→τ+ α(t), òo Drα(τ) = limt→τ+ Drα(t).
8. Ecëè â òo÷êe τ ∈ (a, b) limt→τ− α(t) < limt→τ+ α(t), òo Drα(τ) = +∞.
9. Ecëè â òo÷êe τ ∈ (a, b) limt→τ− α(t) > limt→τ+ α(t), òo Dlα(τ) = −∞.
Äëÿ β ∈ BB−(I, R) cïpaâeäëèâû aíaëoãè÷íûe ycëoâèÿ.
Oïpeäeëeíèe 4. Oãpaíè÷eííyþ ôyíêöèþ α ∈ BB+(I, R) áyäeì íaçûâaòü oáoá-

ùeííoé íèæíeé ôyíêöèeé ypaâíeíèÿ (2) è ïècaòü α ∈ AG(I, R), ecëè α ÿâëÿeòcÿ
íèæíeé ôyíêöèeé ypaâíeíèÿ (2) ïo oïpeäeëeíèþ 2 ía ëþáoì êoìïaêòíoì èíòepâaëe
J ⊂ I, ía êoòopoì oía yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ Ëèïøèöa.

Oãpaíè÷eííyþ ôyíêöèþ β ∈ BB−(I, R) áyäeì íaçûâaòü oáoáùeííoé âepxíeé
ôyíêöèeé ypaâíeíèÿ (2) è ïècaòü β ∈ BG(I, R), ecëè β ÿâëÿeòcÿ âepxíeé ôyíêöèeé
ypaâíeíèÿ (2) ïo oïpeäeëeíèþ 2 ía ëþáoì êoìïaêòíoì èíòepâaëe J ⊂ I, ía êoòopoì
oía yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ Ëèïøèöa.

Oïpeäeëeíèe 5. Ôyíêöèþ x : I → I áyäeì íaçûâaòü oáoáùeííûì peøeíèeì
ypaâíeíèÿ (2), ecëè x ∈ AG(I, R) ∩ BG(I, R). Míoæecòâo oáoáùeííûx peøeíèé oáo-
çía÷èì ÷epeç SG(I, R).

Ecëè oáoáùeííoe peøeíèe x ∈ SG(I, R) yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ Ëèïøèöa, òo oío
ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì ypaâíeíèÿ (2). Çaìeòèì, ÷òo ycëoâèe x ∈ SG(I, R) ýêâèâaëeíòío
cëeäyþùèì ycëoâèÿì: ôyíêöèÿ x : I → R èìeeò ïpoèçâoäíyþ â êaæäoé òo÷êe
I, âoçìoæío paâíyþ +∞ èëè −∞, x′ íeïpepûâía è ecëè ía èíòepâaëe J ⊂ I íe
ïpèíèìaeò çía÷eíèé +∞ èëè −∞, òo x -� peøeíèe ypaâíeíèÿ (2) ía èíòepâaëe J .
Oïpeäeëeíèe 4 ecòecòâeíío â òoì cìûcëe, ÷òo äëÿ oáoáùeííûx âepxíèx è íèæíèx
ôyíêöèé èìeeòcÿ oäíocòopoííÿÿ ëoêaëüíaÿ oáoáùeííaÿ paçpeøèìocòü, a èç oäío-
còopoííeé ëoêaëüíoé oáoáùeííoé paçpeøèìocòè äëÿ oãpaíè÷eííûx ôyíêöèé α, β :
I → R cëeäyeò: α è β yäoâëeòâopÿþò oïpeäeëeíèþ 4.

Teopeìa 1. Ecëè äëÿ oãpaíè÷eííoé ôyíêöèè α : I → R èìeeòcÿ oäíocòopoííÿÿ
(câepxy) ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü, òo α ía (a, b) yäoâëeòâopÿeò ëoêaëüíoìy ycëoâèþ
Ëèïøèöa, íepaâeícòây (3), cyùecòâyþò ïpeäeëû limt→a+ α(t) = αa, limt→b− α(t) = αb,
limt→a+ Drα(t) = α′a, limt→b− Dlα(t) = α′b è

α(a) ≥ αa ∧ (| α′a |< ∞∨ α′a = −∞), α(a) > αa ∧ α′a = +∞, (5)

α(b) ≥ αb ∧ (| α′b |< ∞∨ α′b = +∞), α(b) > αb ∧ α′b = −∞. (6)
Ecëè äëÿ oãpaíè÷eííoé ôyíêöèè β : I → R èìeeòcÿ oäíocòopoííÿÿ (cíèçy)

ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü, òo β ía (a, b) yäoâëeòâopÿeò ëoêaëüíoìy ycëoâèþ Ëèïøèöa,
íepaâeícòây (4), cyùecòâyþò ïpeäeëû limt→a+ β(t) = βa, limt→b− β(t) = βb,
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limt→a+ Drβ(t) = β′a, limt→b− Dlβ(t) = β′b è

β(a) ≤ βa ∧ (| β′a |< ∞∨ β′a = +∞), β(a) < βa ∧ β′a = −∞,

β(b) ≤ βb ∧ (| β′b |< ∞∨ β′b = −∞), β(b) < βb ∧ β′b = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Oäíocòopoííÿÿ ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü ÿâëÿeòcÿ ÷acòíûì
cëy÷aeì oäíocòopoííeé ëoêaëüíoé oáoáùeííoé paçpeøèìocòè. Cëeäoâaòeëüío, α ∈
AG(I, R) è ìoæío ïpèìeíÿòü ëeììy 1. Ïycòü τ ∈ (a, b). Èç ycëoâèé 3 è 4 ëeììû 1
cëeäyeò cyùecòâoâaíèe limt→τ− α(t) è limt→τ+ α(t). Ecëè limt→τ− α(t) < limt→τ+ α(t),
òo èç ycëoâèÿ 8 ëeììû 1 Drα(τ) = +∞ è â ëþáoé oêpecòíocòè τ íeò oäíocòopoí-
íeé paçpeøèìocòè. Aíaëoãè÷ío, ecëè limt→τ− α(t) > limt→τ+ α(t), òo èç ycëoâèÿ 9
ëeììû 1 Dlα(τ) = −∞ è â ëþáoé oêpecòíocòè τ íeò oäíocòopoííeé paçpeøèìocòè.
Cëeäoâaòeëüío, limt→τ− α(t) = limt→τ+ α(t). Èç ycëoâèÿ 5 ëeììû 1 cëeäyeò α(τ) ≤
limt→τ− α(t) = limt→τ+ α(t). Ecëè α(τ) < limt→τ− α(t) = limt→τ+ α(t), òo â ëþáoé
oêpecòíocòè τ íeò oäíocòopoííeé paçpeøèìocòè. Cëeäoâaòeëüío, α íeïpepûâía ía
(a, b). Èç ycëoâèé 6 è 7 ëeììû 1 è oïpeäeëeíèé 3 è 4 cëeäyþò íepaâeícòâa

lim
t→τ−

Dlα(t) = Dlα(τ) ≤ Drα(τ) = lim
t→τ+

Drα(t).

Ecëè limt→τ− Dlα(t) = +∞, òo Drα(τ) = +∞ è â ëþáoé oêpecòíocòè τ íeò oäío-
còopoííeé paçpeøèìocòè. Ecëè limt→τ+ Drα(t) = −∞, òo Dlα(τ) = −∞ è â ëþáoé
oêpecòíocòè τ íeò oäíocòopoííeé paçpeøèìocòè. Ecëè limt→τ− Dlα(t) = −∞, òo
Dlα(τ) = −∞ è â ëþáoé oêpecòíocòè τ íeò oäíocòopoííeé paçpeøèìocòè. Ecëè
limt→τ+ Drα(t) = +∞, òo Drα(τ) = +∞ è â ëþáoé oêpecòíocòè τ íeò oäíocòopoííeé
paçpeøèìocòè. Cëeäoâaòeëüío,

−∞ < lim
t→τ−

Dlα(t) = Dlα(τ) ≤ Drα(τ) = lim
t→τ+

Drα(t) < +∞. (7)

Èç (7) è ycëoâèé 1, 2 ëeììû 1 cëeäyeò, ÷òo â íeêoòopoé oêpecòíocòè òo÷êè τ ôyíêöèÿ
α yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ Ëèïøèöa. Cëeäoâaòeëüío, ía (a, b) ôyíêöèÿ α yäoâëeòâo-
pÿeò ëoêaëüíoìy ycëoâèþ Ëèïøèöa, a èç oïpeäeëeíèÿ 4 cëeäyeò, ÷òo âûïoëíÿþòcÿ
íepaâeícòâa (3). Cyùecòâoâaíèe ïpeäeëoâ limt→a+ α(t), limt→b− α(t), limt→a+ Drα(t)
è limt→b− Dlα(t) cëeäyeò èç ycëoâèé 3 è 4 ëeììû 1 è oïpeäeëeíèé 3 è 4. Ecëè α(a) < αa

èëè α(a) = αa∧α′a = +∞, òo â ëþáoé oêpecòíocòè a íeò oäíocòopoííeé paçpeøèìocòè.
Aíaëoãè÷ío, ecëè α(b) < αb èëè α(b) = αb ∧ α′b = −∞, òo â ëþáoé oêpecòíocòè b íeò
oäíocòopoííeé paçpeøèìocòè. Cëeäoâaòeëüío, cïpaâeäëèâû ycëoâèÿ (5)-(6).

Ïpèâeäeì ïpèìepû, êoòopûe ïoêaçûâaþò âoçìoæíocòü âcex cëy÷aeâ ycëoâèÿ (5).
Ïycòü I = [0, 1], f ≡ 0, α(0) ∈ {0, 1}, α(t) = 0, t ∈ (0, 1]. f ≡ 0, α(0) ∈ {0, 1},
α(t) = −t1/2, t ∈ (0, 1]. f(x′) = −2x′3, x′ ≥ 0 è f(x′) = 0, x′ < 0, α(0) = 1, α(t) = t1/2,
t ∈ (0, 1].

Bûÿcíèì, äëÿ êaêèx èç ýòèx cëy÷aeâ oäíocòopoííÿÿ ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü
áyäeò âceãäa. Cëy÷aé α(a) = αa, | α′a |< ∞, α(b) = αb è | α′b |< ∞ cooòâeòcòâyeò
oïpeäeëeíèþ 2, è oäíocòopoííÿÿ ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü ecòü. Ha ïpèìepax ïoêa-
æeì, ÷òo äëÿ âcex ocòaëüíûx cëy÷aeâ ycëoâèÿ (5) oäíocòopoííeé ëoêaëüíoé paçpe-
øèìocòè ìoæeò è íe áûòü. Ïycòü I = [0, 1]. f(x′) = 2x′3, α(0) = 1, α(t) = 0, t ∈ (0, 1].
Peøeíèÿ çaäa÷è Koøè x′′ = 2x′3, x(0) = 1, x′(0) = −0, 5c−1/2, c > 0 èìeþò âèä
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x(t) = (c− t)1/2 − c1/2 + 1 è íe äoxoäÿò äo α ïpè t > 0. f(t, x, x′) = 2x′3, x ≥ 1− t1/2,
f(t, x, x′) = 2x′3δ(0, x + t1/2, 1), 1 − t1/2 > x > −t1/2 è f(t, x, x′) = 0, x ≤ −t1/2, ãäe
δ(x, y, z) = (x+ | y − x | − | y − z | +z)2−1, α(0) = 1, α(t) = −t1/2, t ∈ (0, 1].
f(t, x, x′) = 2x′3, x ≥ −t1/2, f(t, x, x′) = 2x′3δ(0, xt1/2 + 2, 1), −t1/2 > x > −2t1/2,
f(t, x, x′) = 0, x ≤ −2t1/2, α(t) = −2t1/2, t ∈ I. f(x′) = −2x′3, x′ > 0 è f(x′) = 2x′3,
x ≤ 0, α(0) = 1, α(t) = t1/2 − 1, t ∈ (0, 1]. Çaìeòèì, ÷òo äëÿ ïpaâoé ÷acòè âèäa
f(t, x) cëy÷aé α(a) > αa ∧ α′a = +∞ è α(b) > αb ∧ α′b = −∞ íeâoçìoæíû, a âo âcex
ocòaëüíûx cëy÷aÿx èìeeòcÿ oäíocòopoííÿÿ ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü. Ýòo cëeäyeò èç
òoão, ÷òo â äaííoì cëy÷ae ëþáoe oáoáùeííoe peøeíèe ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì ypaâíeíèÿ
x′′ = f(t, x).

Teïepü ìoæío ïoêaçaòü, ÷òo èç α ∈ A1(R,R) cëeäyeò α ∈ A2([0, 2π], R) äëÿ
cyæeíèÿ α ía èíòepâaë [0, 2π]. Èç òeopeìû 2.4 paáoòû [1] cëeäyeò, ÷òo äëÿ α èìeeòcÿ
oäíocòopoííÿÿ ëoêaëüíaÿ paçpeøèìocòü. Cëeäoâaòeëüío, ìoæío ïpèìeíèòü òeopeìy
1, èç êoòopoé cëeäyeò, ÷òo α yäoâëeòâopÿeò ía (0, 2π) ëoêaëüíoìy ycëoâèþ Ëèïøèöa.
Ho ïo oïpeäeëeíèþ 1 âce òo÷êè R paâíoïpaâíû äëÿ α. Ïoýòoìy α yäoâëeòâopÿeò
ycëoâèþ Ëèïøèöa ía [0, 2π]. Cëeäoâaòeëüío, α ∈ A2([0, 2π], R). Aíaëoãè÷ío èç β ∈
B1(R, R) cëeäyeò β ∈ B2([0, 2π], R).

Ecëè α1, α2 ∈ A2(I, R), òo ïoêaæeì, ÷òo α = max{α1, α2} ∈ A2(I, R). Èç paáoòû [4]
cëeäyeò, ÷òo α ∈ AG(I, R). Ho α yäoâëeòâopÿeò ycëoâèþ Ëèïøèöa. Cëeäoâaòeëüío,
α ∈ A2(I, R).

Äëÿ çaäa÷è Äèpèxëe

x′′ = f(t, x), x(0) = 0, x(π) = 0 (8)

â [1] äaeòcÿ cëeäyþùee oïpeäeëeíèe íèæíèx è âepxíèx ôyíêöèé.
Oïpeäeëeíèe 6. Ôyíêöèÿ α ∈ C([0, π]) íaçûâaeòcÿ íèæíeé ôyíêöèeé êpaeâoé

çaäa÷è (8), ecëè äëÿ ëþáoão t0 ∈ (0, π) D−α(t0) < D+α(t0) èëè íaéäeòcÿ oòêpûòûé
èíòepâaë I0 ⊂ (0, π) òaêoé, ÷òo t0 ∈ I0, α ∈ W 2,1(I0) è ïo÷òè äëÿ âcex t ∈ I0 α′′(t) ≥
f(t, α(t)), α(0) ≤ 0 è α(π) ≤ 0.

Ôyíêöèÿ β ∈ C([0, π]) íaçûâaeòcÿ âåðõíåé ôyíêöèeé êpaeâoé çaäa÷è (8), ecëè äëÿ
ëþáoão t0 ∈ (0, π) D−β(t0) > D+β(t0) èëè íaéäeòcÿ oòêpûòûé èíòepâaë I0 ⊂ (0, π)
òaêoé, ÷òo t0 ∈ I0, β ∈ W 2,1(I0) è ïo÷òè äëÿ âcex t ∈ I0 β′′(t) ≤ f(t, β(t)), β(0) ≥ 0 è
β(π) ≥ 0.

Míoæecòâo íèæíèx è âepxíèx ôyíêöèé â cìûcëe oïpeäeëeíèÿ 6 áyäeì oáoçía÷aòü
÷epeç A6([0, π], R) è B6([0, π], R). Çaìeòèì, ÷òo èç α ∈ A6([0, π], R) è β ∈ B6([0, π], R) íe
cëeäyeò α ∈ A2([0, π], R) è β ∈ B2([0, π], R). Äeécòâèòeëüío, ïycòü f ≡ 0, α(t) = −t1/2,
t ∈ [0, π] è β(t) = t1/2, t ∈ [0, π].

Bâeäeì oïpeäeëeíèe âepxíèx è íèæíèx ôyíêöèé, íecêoëüêo oáoáùaþùee oïpeäe-
ëeíèe 2.

Oïpeäeëeíèe 7.Oãpaíè÷eííûe ôyíêöèè α, β : I → R, yäoâëeòâopÿþùèe ëoêaëü-
íoìy ycëoâèþ Ëèïøèöa ía (a, b) è íepaâeícòâaì (3)-(4), íaçûâaþòcÿ íèæíeé è âepxíeé
ôyíêöèÿìè ypaâíeíèÿ (2), ecëè

α(a) ≥ αa = lim
t→a+

α(t) ∧ (α′a = lim
t→a+

Drα(t) = −∞∨ | α′a |< ∞),

α(b) ≥ αb = lim
t→b−

α(t) ∧ (α′b = lim
t→b−

Dlα(t) = +∞∨ | α′b |< ∞),
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β(a) ≤ βa = lim
t→a+

β(t) ∧ (β′a = lim
t→a+

Drβ(t) = +∞∨ | β′a |< ∞),

β(b) ≤ βb = lim
t→b−

β(t) ∧ (β′b = lim
t→b−

Dlβ(t) = −∞∨ | β′b |< ∞).

Míoæecòâo íèæíèx è âepxíèx ôyíêöèé â cìûcëe oïpeäeëeíèÿ 7 áyäeì oáoçía÷aòü
÷epeç A(I, R) è B(I, R).

Ëeììa 2. Bce ïpeäeëû, êoòopûe y÷acòâyþò â oïpeäeëeíèè 7, cyùecòâyþò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïoêaæeì, ÷òo ïpeäeë limt→a+ α(t) cyùecòâyeò. Ïpeäïoëoæèì

ïpoòèâíoe:
limt→a+ = α− < α+ = limt→a+α(t). (9)

Ïycòü M ∈ (0,∞), c1 ∈ R, c2 ∈ (−∞, c1), g ∈ L(I, [0,∞)) è âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ
| α(t) |≤ M , t ∈ I, | f(t, x, x′) |≤ g(t), t ∈ I, x ∈ [−M, M ] è x′ ∈ [c2, c1]. Haéäeì
b1 ∈ (a, b) òaêoe, ÷òo ∫ b1

a

g(t)dt < c1 − c2. (10)

Èç ycëoâèÿ (9) cëeäyeò cyùecòâoâaíèe c ∈ (a, b1) è d ∈ (c, b1) òaêèx, ÷òo

Drα(c) > c1 > c2 > Dlα(d). (11)

Ho èç [4] cëeäyeò, ÷òo äëÿ íèæíeé ôyíêöèè α èç (11) cëeäyeò íepaâeícòâo

c1 − c2 ≤
∫ d

c

g(t)dt,

÷òo ïpoòèâope÷èò (10). Ocòaëüíûe cëy÷aè paccìaòpèâaþòcÿ aíaëoãè÷ío.
Teopeìa 2. Ecëè α ∈ A(I, R), β ∈ B(I, R), α ≤ β è ìeæäy α è β cïpaâeäëèâo

ycëoâèe Øpeäepa [5], òo ìeæäy α è β èìeeòcÿ ãëoáaëüíaÿ paçpeøèìocòü: äëÿ ëþáûx
c ∈ [a, b), d ∈ (c, b], C ∈ [α(c), β(c)] è D ∈ [α(d), β(d)] cyùecòâyeò peøeíèe x : [c, d] → R
ypaâíeíèÿ (2), yäoâëeòâopÿþùee ycëoâèÿì x(c) = C, x(d) = D è α(t) ≤ x(t) ≤ β(t),
t ∈ [c, d].

Äîêàçàòåëüñòâî. ßcío, ÷òo α ∈ AG(I, R) è β ∈ BG(I, R). Èç paáoòû [6] cëeäyeò,
÷òo ìeæäy α è β èìeeòcÿ oáoáùeííaÿ ãëoáaëüíaÿ paçpeøèìocòü. Èç ycëoâèÿØpeäepa
cëeäyeò, ÷òo ëþáoe oáoáùeííoe peøeíèe ypaâíeíèÿ (2) ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì.

Teopeìa 3. Ecëè oãpaíè÷eííûe ôyíêöèè α, β : I → R yäoâëeòâopÿþò ycëoâèÿì:
α ≤ β, ìeæäy α è β cïpaâeäëèâo ycëoâèe Øpeäepa è èìeeòcÿ ãëoáaëüíaÿ paçpeøè-
ìocòü, òo α ∈ A(I, R) è β ∈ B(I, R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ãëoáaëüíoé paçpeøèìocòè cëeäyeò oäíocòopoííÿÿ ëoêaëü-
íaÿ paçpeøèìocòü. Cëeäoâaòeëüío, ìoæío ïpèìeíèòü òeopeìy 1. Cëy÷aè α(a) > αa∧
α′a = +∞ è α(b) > αb ∧ α′b = −∞ ècêëþ÷aþòcÿ ycëoâèeì Øpeäepa. Cëeäoâaòeëüío,
α ∈ A(I, R) è β ∈ B(I, R).

Äëÿ ïpaâoé ÷acòè âèäa f(t, x) ycëoâèe Øpeäepa cïpaâeäëèâo. Cëeäoâaòeëüío,
A6([0, π], R) ⊂ A([0, π], R) è B6([0, π], R) ⊂ B([0, π], R).

Paccìoòpèì âoïpoc o êoëè÷ecòâe yãëoâûx òo÷eê äëÿ α ∈ A(I, R) è β ∈ B(I, R).
Ïycòü

A = {t ∈ (a, b) : Dlα(t) < Drα(t)}, B = {t ∈ (a, b) : Dlβ(t) > Drβ(t)}.
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Teopeìa 4. Ecëè α ∈ A(I, R) è β ∈ B(I, R), òo ìíoæecòâa A è B íe áoëee ÷eì
c÷eòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïycòü c ∈ (a, b), d ∈ (c, b), ε ∈ (0,∞) è

Aε = {t ∈ [c, d] : Drα(t)−Dlα(t) > ε}.

Ïoêaæeì, ÷òo Aε coäepæèò êoíe÷íoe ÷ècëo ýëeìeíòoâ. Ïpeäïoëoæèì ïpoòèâíoe.
Toãäa äëÿ Aε cyùecòâyeò ïpeäeëüíaÿ òo÷êa τ . Ïpèìeíÿÿ ycëoâèÿ 1,2 ëeììû 1, ïoëy-
÷aeì ïpoòèâope÷èe. Cëeäoâaòeëüío, A íe áoëee ÷eì c÷eòío. Aíaëoãè÷íoe yòâepæäeíèe
cïpaâeäëèâo è äëÿ B.

Ha ïpèìepe ïoêaæeì, ÷òo ìíoæecòâo yãëoâûx òo÷eê äëÿ α ∈ A(I, R) ìoæeò
áûòü âcþäy ïëoòíûì. Ïycòü I = [0, 1] è f ≡ 0. Ïocòpoèì âoãíyòyþ ôyíêöèþ co
âcþäy ïëoòíûì ìíoæecòâoì yãëoâûx òo÷eê. Boçüìeì paâíoáeäpeííûé òpeyãoëüíèê
c ocíoâaíèeì ía èíòepâaëe [0, 1] ocè t, âûcoòoé h1 = 5−1 è âepøèíoé âíèç. Ha
áoêoâûx còopoíax òpeyãoëüíèêa còpoèì paâíoáeäpeííûe òpeyãoëüíèêè c oòíoøeíèeì
ocíoâaíèÿ ê âûcoòe paâíûì 52. Ïpoäoëæaÿ ýòoò ïpoöecc, ïoëy÷èâ âoãíyòyþ ôyíêöèþ,
êoòopaÿ èìeeò âcþäy ïëoòíoe ìíoæecòâo yãëoâûx òo÷eê.
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