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O eäèícòâeííocòè peøeíèÿ êpaeâûx çaäa÷ äëÿ
cècòeìû äâyx äèôôepeíöèaëüíûx ypaâíeíèé
ïepâoão ïopÿäêa c ëèíeéíûìè ãpaíè÷íûìè

ycëoâèÿìè, I
B.Ä.Ïoíoìapeâ

Àííîòàöèÿ. Äoêaçûâaþòcÿ òeopeìû eäèícòâeííocòè peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è

x′ = h(t, x, y), y′ = f(t, x, y),

a1x(a) + a2x(b) + a3y(a) + a4y(b) + a5 = 0,

b1x(a) + b2x(b) + b3y(a) + b4y(b) + b5 = 0.

ÓÄÊ 517.927

Paccìoòpèì cècòeìy äâyx äèôôepeíöèaëüíûx ypaâíeíèé

x′ = h(t, x, y), y′ = f(t, x, y), (1)

co cëeäyþùèìè ëèíeéíûìè êpaeâûìè ycëoâèÿìè:

L1 = a1x(a) + a2x(b) + a3y(a) + a4y(b) + a5 = 0,
L2 = b1x(a) + b2x(b) + b3y(a) + b4y(b) + b5 = 0,

(2)

ãäe ôyíêöèè h, f : I×R2 → R, I = [a, b], −∞ < a < b < +∞, yäoâëeòâopÿþò ycëoâèþ
Kapaòeoäopè [1], ai, bi ∈ R, i = 1, ..., 5. Ïoëoæèì ∆ij = aibj − ajbi, ãäe i, j ∈ {1, ..., 4}.
O÷eâèäío ∆ij = −∆ji. Heïocpeäcòâeííoé ïoäcòaíoâêoé ïpoâepÿeòcÿ cïpaâeäëèâocòü
paâeícòâa:

∆12∆34 + ∆13∆43 + ∆14∆23 = 0. (3)
Hèæe áyäyò ïpèâeäeíû äocòaòo÷íûe ycëoâèÿ eäèícòâeííocòè peøeíèÿ êpaeâoé

çaäa÷è (1)-(2), oáoáùaþùèe cooòâeòcòâyþùèe peçyëüòaòû èç paáoò [2]-[3].
B äaëüíeéøeì íaì ïoòpeáyþòcÿ cëeäyþùèe ycëoâèÿ è òeopeìa.
M1) h(t, x, y) còpoão âoçpacòaeò ïo y ∈ R ïpè ôèêcèpoâaííûx (t, x) ∈ I ×R;
M2) h(t, x, y) âoçpacòaeò ïo y ∈ R ïpè ôèêcèpoâaííûx (t, x) ∈ I ×R;
M3) f(t, x, y) còpoão âoçpacòaeò ïo x ∈ R ïpè ôèêcèpoâaííûx (t, y) ∈ I ×R;
M4) f(t, x, y) âoçpacòaeò ïo x ∈ R ïpè ôèêcèpoâaííûx (t, y) ∈ I ×R.
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Äëÿ ëþáoão M ∈ (0,∞) íaéäyòcÿ ki ∈ L(I), i = 1, ..., 8 òaêèe, ÷òo äëÿ ëþáûx
(t, x1, x2, y1, y2) ∈ I × [−M, M ]4 âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ

E1) h(t, x1, y1)− h(t, x2, y1) ≤ K1(t)(x1 − x2), x1 ≥ x2;
E2) h(t, x1, y1)− h(t, x2, y1) ≤ K2(t)(x1 − x2), x1 ≤ x2;
E3) h(t, x1, y1)− h(t, x2, y1) ≥ K3(t)(x1 − x2), x1 ≥ x2;
E4) h(t, x1, y1)− h(t, x2, y1) ≥ K4(t)(x1 − x2), x1 ≤ x2;
E5) f(t, x1, y1)− f(t, x1, y2) ≤ K5(t)(y1 − y2), y1 ≥ y2;
E6) f(t, x1, y1)− f(t, x1, y2) ≤ K6(t)(y1 − y2), y1 ≤ y2;
E7) f(t, x1, y1)− f(t, x1, y2) ≥ K7(t)(y1 − y2), y1 ≥ y2;
E8) f(t, x1, y1)− f(t, x1, y2) ≥ K8(t)(y1 − y2), y1 ≤ y2.
Ïycòü (x1(t), y1(t)), (x2(t), y2(t)), t ∈ I � peøeíèÿ òeopeìû (1).
A1) Äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b) èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) ≥ y2(b);
A2) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) < y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A3) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b) èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A4) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) < y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) ≤ y2(a);
A5) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b) èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(b) ≥ x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A6) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A7) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b) èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A8) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(a) ≥ x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A9) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) < y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A10) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A11) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) ≥ x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(b) ≥ x2(b)

è y1(b) > y2(b);
A12) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) ≤ y2(t0) cëeäyeò x1(a) > x2(a)

è y1(a) ≤ y2(a);
A13) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) > x2(t0) è y1(t0) ≥ y2(t0) cëeäyeò x1(b) > x2(b)

è y1(b) ≥ y2(b);
A14) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) ≥ x2(t0) è y1(t0) < y2(t0) cëeäyeò x1(a) ≥ x2(a)

è y1(a) < y2(a);
A15) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) < x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)

è y1(a) > y2(a);
A16) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)

è y1(a) > y2(a);
A17) äëÿ ëþáoão t0 ∈ (a, b] èç x1(t0) < x2(t0) è y1(t0) = y2(t0) cëeäyeò x1(a) ≤ x2(a)

è y1(a) > y2(a);
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A18) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) = x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)
è y1(a) ≥ y2(a);

A19) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) < x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)
è y1(a) > y2(a);

A20) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) ≤ x2(t0) è y1(t0) > y2(t0) cëeäyeò x1(a) ≤ x2(a)
è y1(a) > y2(a);

A21) äëÿ ëþáoão t0 ∈ [a, b] èç x1(t0) < x2(t0) è y1(t0) ≥ y2(t0) cëeäyeò x1(a) < x2(a)
è y1(a) ≥ y2(a).

Teopeìa 1. Ïycòü (x1(t), y1(t)), (x2(t), y2(t)), t ∈ I � peøeíèÿ cècòeìû (1). Toãäa
èç ycëoâèé

1) M1, M4, E3, E4, E8 cëeäyeò A1;
2) M1, M4, E1, E2, E6 cëeäyeò A2;
3) M1, M4, E3, E4, E7 cëeäyeò A3;
4) M1, M4, E1, E2, E7 cëeäyeò A4;
5) M2, M3, E4, E7, E8 cëeäyeò A5;
6) M2, M3, E1, E7, E8 cëeäyeò A6;
7) M2, M3, E3, E7, E8 cëeäyeò A7;
8) M2, M3, E2, E7, E8 cëeäyeò A8;
9) M2, M4, E1, E8 cëeäyeò A9;
10) M2, M4, E3, E7 cëeäyeò A10;
11) M2, M3, E4, E7 cëeäyeò A11;
12) M2, M4, E1, E7 cëeäyeò A12;
13) M2, M4, E3, E8 cëeäyeò A13;
14) M2, M4, E2, E8 cëeäyeò A14;
15) M2, M3, E2, E5, E8 cëeäyeò A15;
16) M1, M4, E3, E4, E5 cëeäyeò A16;
17) M2, M3, E3, E5, E6 cëeäyeò A17;
18) M1, M4, E1, E4, E6 cëeäyeò A18;
19) M2, M4, E4, E5 cëeäyeò A19;
20) M2, M3, E3, E5 cëeäyeò A20;
21) M2, M4, E4, E6 cëeäyeò A21.
Äoêaçaòeëücòâo òeopeìû äaío â [4].
Ïpèâeäeì òeopeìû â òepìèíax ïoâeäeíèÿ peøeíèé cècòeìû (1) (A1-A21), äaþùèe

äocòaòo÷íûe ycëoâèÿ eäèícòâeííocòè peøeíèÿ êpaeâoé çaäa÷è (1)�(2).
Teopeìa 2. Ïycòü âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ (A1∨A3)∧(A2∨A4)∧(A9∨A12)∧A13∧A19,

∆12 6= 0, ε∆13 ≥ 0, ε∆23 ≥ 0, ε∆24 ≥ 0, ε∆43 ≥ 0, ãäe ε = sign ∆12 , a3 · b3 6= 0. Toãäa
êpaeâaÿ çaäa÷a (1)-(2) íe ìoæeò èìeòü áoëee oäíoão peøeíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpeäïoëoæèì, ÷òo êpaeâaÿ çaäa÷a (1)-(2) èìeeò äâa peøeíèÿ:
(x1(t), y1(t)) è (x2(t), y2(t)). Toãäa ôyíêöèè

u(t) = x1(t)− x2(t), v(t) = y1(t)− y2(t)

yäoâëeòâopÿþò cëeäyþùèì êpaeâûì ycëoâèÿì:

a1u(a) + a2u(b) + a3v(a) + a4v(b) = 0,
b1u(a) + b2u(b) + b3v(a) + b4v(b) = 0.

(4)
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Èç cècòeìû (4) èìeeì
u(a) =

∆23v(a) + ∆24v(b)

∆12

, (5)

u(b) =
∆31v(a) + ∆41v(b)

∆12

. (6)

Paccìoòpèì cëeäyþùèe cooòíoøeíèÿ:
1) ∆2

23 + ∆2
24 = 0, ∆2

31 + ∆2
41 = 0;

2) ∆2
23 + ∆2

24 6= 0, ∆2
31 + ∆2

41 = 0;
3) ∆2

23 + ∆2
24 = 0, ∆2

31 + ∆2
41 6= 0;

4) ∆2
23 + ∆2

24 6= 0, ∆2
31 + ∆2

41 6= 0.
Èç cooòíoøeíèÿ 1 èìeeì u(a) = u(b) = 0, ÷òo â cèëy òeopeìû 2 èç paáoòû [5]

äaeò u(t) = v(t) = 0 äëÿ ëþáûx t ∈ I. Äoêaçaòeëücòâo äëÿ cooòíoøeíèé 2-4 ïpoxoäèò
aíaëoãè÷ío. Paçáepeì, íaïpèìep, cooòíoøeíèe 4. Äëÿ ýòoão paccìoòpèì cëeäyþùèe
cëy÷aè:

a) ∆23 = 0, ∆24 6= 0, ∆31 6= 0, ∆41 = 0;
b) ∆23 = 0, ∆24 6= 0, ∆31 = 0, ∆41 6= 0;
c) ∆23 = 0, ∆24 6= 0, ∆31 6= 0, ∆41 6= 0;
d) ∆23 6= 0, ∆24 = 0, ∆31 6= 0, ∆41 = 0;
e) ∆23 = 0, ∆24 = 0, ∆31 = 0, ∆41 6= 0;
f) ∆23 6= 0, ∆24 = 0, ∆31 6= 0, ∆41 = 0;
g) ∆23 6= 0, ∆24 6= 0, ∆31 6= 0, ∆41 = 0;
h) ∆23 6= 0, ∆24 6= 0, ∆31 = 0, ∆41 6= 0;
i) ∆23 6= 0, ∆24 6= 0, ∆31 6= 0, ∆41 6= 0.
Ïpeäïoëoæèì, ÷òo ε = 1 (cëy÷aé ε = −1 paccìaòpèâaeòcÿ aíaëoãè÷ío). Toãäa

∆12 > 0, ∆13 ≥ 0, ∆23 ≥ 0, ∆24 ≥ 0, ∆43 ≥ 0.

Ïoêaæeì, ÷òo ∆14 ≥ 0. Ecëè ∆14 < 0, òo èç

∆14 ·∆23 = −(∆12 ·∆34 + ∆13 ·∆42) ≥ 0

cëeäyeò ∆23 = 0. Ïoýòoìy

∆12 ·∆34 + ∆13 ·∆42 = 0,

è oòcþäa ∆12 ·∆34 = 0 è ∆13 ·∆42 = 0. Ho ∆2
23 + ∆2

24 6= 0 è ïoýòoìy ∆34 = 0, ∆23 = 0
è ∆13 = 0. Èç äâyx paâeícòâ cëeäyeò ∆12 = 0 ïpè ycëoâèè a3b3 6= 0. Cëeäoâaòeëüío,
∆14 ≥ 0.

Paccìoòpèì cëy÷aé a). Toãäa ∆12 > 0, ∆13 > 0, ∆14 = 0, ∆23 = 0, ∆24 > 0, ∆43 ≥ 0.
Èç (3) cëeäyeò ∆34 > 0, ÷òo ïpoòèâope÷èò ∆43 ≥ 0.

Paccìoòpèì cëy÷aé c). Toãäa ∆12 > 0, ∆13 > 0, ∆14 > 0, ∆23 = 0, ∆24 > 0, ∆43 ≥ 0.
Èç (3) cëeäyeò ∆34 > 0, ÷òo ïpoòèâope÷èò ∆43 ≥ 0.

Paccìoòpèì cëy÷aé g). Toãäa ∆12 > 0, ∆13 > 0, ∆14 = 0, ∆23 > 0, ∆24 > 0, ∆43 ≥ 0.
Èç (3) cëeäyeò ∆34 > 0, ÷òo ïpoòèâope÷èò ∆43 ≥ 0.

Paccìoòpèì cëy÷aé i) (ocòaëüíûe paçáèpaþòcÿ aíaëoãè÷ío). Èç (5), (6) èìeeì

u(a) =
∆23

∆12

(v(a) +
∆24

∆23

v(b)), (7)
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u(b) =
∆31

∆12

(v(a) +
∆41

∆31

v(b)). (8)

He òepÿÿ oáùíocòè (ïyòeì ïepeoáoçía÷eíèÿ), ìoæío c÷èòaòü, ÷òo u(a) ≥ 0. Äëÿ
cëy÷aÿ i) èìeeì

∆12 > 0, ∆13 > 0, ∆14 > 0, ∆23 > 0, ∆24 > 0, ∆43 ≥ 0. (9)

Èç (3) è (9) ïoëy÷aeì

∆12 ·∆34 + ∆14 ·∆23 = ∆13 ·∆24,

∆14 ·∆23 ≥ ∆13 ·∆24,

∆14

∆13

≥ ∆24

∆23

,

∆41

∆31

≥ ∆24

∆23

. (10)

Taê êaê u(a) ≥ 0, òo èç (7), (9) ïoëy÷aeì

v(a) +
∆24

∆23

v(b) ≥ 0

è paccìoòpèì äâa cëy÷aÿ. Ïycòü

v(a) +
∆24

∆23

v(b) > 0. (11)

Èç (7) cëeäyeò u(a) > 0. Ïycòü v(a) ≥ 0. Èç A13 cëeäyeò u(b) > 0 è v(b) ≥ 0. Ho èç
(8), (9) èìeeì u(b) ≤ 0, ÷òo ïpoòèâope÷èò u(b) > 0.

Ïycòü v(a) ≤ 0. Toãäa èç (11) èìeeì v(b) > 0. Èç (10) ïoýòoìy ïoëy÷aeì

v(a) +
∆41

∆31

v(b) ≥ v(a) +
∆24

∆23

v(b) > 0.

Èç (8) èìeeì u(b) < 0. Èòaê, èìeeì

u(a) > 0, v(a) ≤ 0, u(b) < 0, v(b) > 0.

Èç A19 cëeäyeò u(a) < 0 è v(a) > 0, ÷òo ïpoòèâope÷èâo.
Paccìoòpèì cëy÷aé

v(a) +
∆24

∆23

v(b) = 0, (12)

v(a) = −∆24

∆23

v(b).

B cèëy (7) èìeeì u(a) = 0. Èç (8) è (12) ïoëy÷aeì

u(b) = ∆31

∆12
(−∆24

∆23
v(b) + ∆41

∆31
v(b)) =

= ∆31

∆12
(∆41

∆31
− ∆24

∆23
)v(b).

(13)
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Èç (9), (10) èìeeì
∆31

∆12

(
∆41

∆31

− ∆24

∆23

) ≤ 0. (14)

Paccìoòpèì òpè cëy÷aÿ â çaâècèìocòè oò çíaêa v(b). Ïycòü v(b) = 0. Èç (12), (13)
u(b) = 0, v(a) = 0. Taê êaê u(a) = 0, òo ïo òeopeìe 2 èç paáoòû [5] ïoëy÷aeì
ïpoòèâope÷èe.

Ïycòü v(b) > 0. Toãäa èç (12)-(14) èìeeì

u(a) = 0, v(a) < 0, u(b) ≤ 0, v(b) > 0.

Cëy÷aÿ u(a) = 0, u(b) = 0 ïo òeopeìe èç paáoòû áûòü íe ìoæeò. Cëeäoâaòeëüío,

u(a) = 0, v(a) < 0, u(b) < 0, v(b) > 0.

Èç A19 ïoëy÷aeì u(a) < 0 è v(a) > 0, ÷òo ïpoòèâope÷èâo.
Ïycòü v(b) < 0. Toãäa èç (12)-(14) èìeeì

u(a) = 0, v(a) > 0, u(b) ≥ 0, v(b) < 0,

÷òo coãëacío òeopeìe 2 èç paáoòû [5] ïpèâoäèò ê paccìoòpeíèþ cëy÷aÿ

u(a) = 0, v(a) > 0, u(b) > 0, v(b) < 0.

Èç A1 ∨ A3 ïoëy÷aeì u(b) > 0, v(b) ≥ 0, ÷òo ïpoòèâope÷èâo.
Cëeäoâaòeëüío, ïpeäïoëoæeíèe o òoì, ÷òo êpaeâaÿ çaäa÷a (1)-(2) èìeeò äâa paç-

ëè÷íûx peøeíèÿ, ïpèâoäèò ê ïpoòèâope÷èþ âo âcex âoçìoæíûx cëy÷aÿx, a ïoýòoìy
êpaeâaÿ çaäa÷a (1)-(2) ìoæeò èìeòü íe áoëee oäíoão peøeíèÿ. Teopeìa äoêaçaía.

Teopeìa 3. Ïycòü âûïoëíÿþòcÿ ycëoâèÿ

(A1 ∨ A3) ∧ (A2 ∨ A4) ∧ (A9 ∨ A12) ∧ A13 ∧ A19,

∆12 6= 0, ε∆13 ≥ 0, ε∆14 ≥ 0, ε∆23 ≥ 0, ε∆24 ≥ 0, ε∆43 ≥ 0, ãäe ε = sign ∆12 . Toãäa
êpaeâaÿ çaäa÷a (1)-(2) íe ìoæeò èìeòü áoëee oäíoão peøeíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Taê êaê ycëoâèe a3b3 6= 0 ècïoëüçoâaío â äoêaçaòeëücòâe
òeopeìû 2 òoëüêo äëÿ ycòaíoâëeíèÿ çíaêa ∆14, òo ýòo ycëoâèe oòcyòcòâyeò â ôopìy-
ëèpoâêe òeopeìû 3, a ïpècyòcòâyeò ycëoâèe ía çíaê ∆14. B ocòaëüíoì äoêaçaòeëücòâo
òeopeìû 3 coâïaäaeò c äoêaçaòeëücòâoì òeopeìû 2.

Bâeäeì cëeäyþùee oïpeäeëeíèe.
Oïpeäeëeíèe. Áyäeì ãoâopèòü, ÷òo ôyíêöèÿ H : R4 → R èìeeò òèï ìoíoòoííocòè

(σ1, σ2, σ3, σ4) è çaïècûâaòü ýòo â âèäe H ∈ M(σ1, σ2, σ3, σ4), ãäe σi ∈ {1,−1}, i =
1, 2, 3, 4, ecëè ïpè σi = 1 (σi = −1) ôyíêöèÿ H íe yáûâaeò (íe âoçpacòaeò) ïo i-ìy
apãyìeíòy ía R4 ïpè ôèêcèpoâaííûx ocòaëüíûx apãyìeíòax.

Çaìe÷aíèe. Bûÿcíèì, êaêoé òèï ìoíoòoííocòè èìeþò L1 è L2 ïpè ycëoâèÿx
òeopeìû 2. Oãpaíè÷èìcÿ cëy÷aeì, êoãäa âce ai 6= 0, bi 6= 0. Mû ìoæeì, o÷eâèäío,
c÷èòaòü, ÷òo a1 > 0 è b1 > 0. Ïycòü ε = 1 è ïpeäïoëoæèì, ÷òo a3 > 0. Toãäa èç
∆13 ≥ 0 cëeäyeò, ÷òo b3 > 0. Èç ∆12 > 0 cëeäyeò b2 > b1

a1
a2, a èç ∆23 ≥ 0 âûòeêaeò

b2 ≤ b3
a3

a2, ío èç ∆13 ≥ 0 ïoëy÷aeì b3
a3
≥ b1

a1
, cëeäoâaòeëüío, ecëè áû a2 < 0, òo ïoëy÷èëè
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áû ïpoòèâope÷èe, ïoýòoìy a2 > 0 è, çía÷èò, b2 > 0. Heòpyäío ïoêaçaòü, ÷òo a4 > 0 è
b4 > 0.

Äaëüíeéøèé aíaëèç, ïpoâeäeííûé è äëÿ ε = −1, ïoêaçûâaeò, ÷òo âoçìoæíû
cëeäyþùèe òèïû ìoíoòoííocòè L1 è L2. B cêoáêax äëÿ êaæäoão cëy÷aÿ yêaçûâaeòcÿ
âoceìü ÷èceë, cooòâeòcòâyþùèx ïocëeäoâaòeëüíocòè êoýôôèöèeíòoâ (a1, a2, a3, a4, b1,
b2, b3, b4) è èëëþcòpèpyþùèx êoíêpeòíyþ peaëèçaöèþ äaííoão òèïa ìoíoòoííocòè.
Ecëè ïpèâeäeíû äâa íaáopa êoýôôèöèeíòoâ, òo ïepâûé cooòâeòcòâyeò ε = 1, a âòopoé
ε = −1.

1. L1 ∈ M(1, 1, 1, 1), L2 ∈ M(1, 1, 1, 1), (4,3,2,1,1,1,1,1), (1,2,3,4,1,1,1,1);
2. L1 ∈ M(1, 1,−1, 1), L2 ∈ M(1, 1, 1, 1), (3, 2,−1, 1, 1, 1, 1, 1);
3. L1 ∈ M(1, 1,−1,−1), L2 ∈ M(1, 1, 1, 1), (2, 1,−2,−1, 1, 1, 1, 1);
4. L1 ∈ M(1,−1,−1,−1), L2 ∈ M(1, 1, 1, 1), (4,−1,−3,−2, 1, 1, 1, 1);
5. L1 ∈ M(1, 1, 1, 1), L2 ∈ M(1, 1,−1, 1), (1, 2, 1, 3, 1, 1,−1, 1);
6. L1 ∈ M(1, 1,−1, 1), L2 ∈ M(1, 1,−1, 1), (3, 2,−4, 1, 1, 1,−1, 1),

(2, 3,−1, 4, 1, 1,−1, 1);
7. L1 ∈ M(1, 1,−1,−1), L2 ∈ M(1, 1,−1, 1), (2, 1,−3,−1, 1, 1,−1, 1);
8. L1 ∈ M(1,−1,−1,−1), L2 ∈ M(1,−1, 1, 1), (1,−1,−2,−2, 1, 1,−1, 1, 1);
9. L1 ∈ M(1, 1, 1, 1), L2 ∈ M(1, 1,−1,−1), (1, 2, 1, 2, 1, 1,−1,−1) :
10. L1 ∈ M(1, 1,−1, 1), L2 ∈ M(1, 1,−1,−1), (2, 3,−1, 4, 1, 1,−1, 1);
11. L1 ∈ M(1, 1,−1,−1), L2 ∈ M(1, 1,−1,−1), (2, 1,−3,−4, 1, 1,−1,−1), (4, 3,−2,

−1, 1, 1,−1,−1);
12. L1 ∈ M(1,−1,−1,−1), L2 ∈ M(1, 1,−1,−1), (1,−3,−2,−3, 1, 1,−1,−1);
13. L1 ∈ M(1, 1, 1, 1), L2 ∈ M(1,−1,−1,−1), (1, 3, 1, 2, 1,−1,−1,−1);
14. L1 ∈ M(1, 1,−1, 1), L2 ∈ M(1,−1,−1,−1), (2, 2,−1, 1, 1,−1,−1,−1);
15. L1 ∈ M(1, 1,−1,−1), L2 ∈ M(1,−1,−1,−1), (3, 2,−2,−1, 1,−1,−1,−1);
16. L1 ∈ M(1,−1,−1,−1), L2 ∈ M(1,−1,−1,−1), (1,−4,−2,−3, 1,−1,−1,−1),

(4,−1,−3,−2, 1,−1,−1,−1).
Cëy÷aè 2, 3, 4, 7, 8, 12 ïoëy÷aþòcÿ ïpè ε = 1, cëy÷aè 5, 9, 10, 13, 14, 15 � ïpè

ε = −1, a 1, 6, 11, 16 � è ïpè ε = 1, è ïpè ε = −1.
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